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PREFACE.

Ce Volume termine le Traité auquel j’ai consacré dix années de tra-
vail. Il se compose de trois parties principales :

La théorie des mouvements des satellites de Jupiter et de Saturne;

Le calcul des perturbations des cométes, et ’étude de la figure de
ces astres étranges;

Enfin, I'ensemble des travaux de Mécanique céleste suscités par la
découverte des petites planétes.

La théorie des satellites de Jupiter a pris, entre les mains de Laplace,
une perfection qui n’a pas été surpassée. Toutefois, les calculs n’avaient
pas été poussés assez loin pour donner aux Tables toute la précision
compatible avec les observations. M. Souillart a eu le mérite d’y ap-
porter les compléments nécessaires.

Mais, si la Mécanique céleste présentait toute I'ampleur voulue pour
la théorie des satellites de Jupiter, il n’en était pas de méme pour les
satellites de Saturne, par la raison qu’a ’époque de Laplace on n’avait
presque pas d’observations. Le plus faible des satellites, et le dernier
découvert, Hypérion, a présenté une difficulté singuliére dont M. New-
comb a rendu compte par la théorie, en découvrant une libration ana-
logue a celles des satellites de Jupiter. Des librations semblables existent
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pour d’autres satellites : c’est 1a un champ de travaux intéressants et
nouveaux.

Nous savons peu de chose sur les perturbations des satellites des
autres planétes; cependant, une anomalie constatée dans le mouve-
ment du satellite de Neptune a recu, il y a quelques années, une expli-
cation plausible, que nous avons reproduite.

Laplace avait consacré un Chapitre au calcul des perturbations des
cométes quand elles approchent trés pres des planétes. Nous avons
donné une certaine extension a sa théorie; mais les additions portent
surtout sur la figure des comeétes : nous avons exposé les beaux travaux
de Roche, Bessel, Schiaparelli, etc.

La découverte des petites planétes a donné une vive impulsion
a la théorie générale des perturbations; de la sont nés les travaux
remarquables de Cauchy, Hansen, Gyldén, etc.; nous avons fait une
place d’honneur a la méthode de Cauchy, inventée en quelques se-
maines par l'illustre géometre, pour vérifier de longs calculs de Le
Verrier.

Nous avons jugé utile d’exposer aussi une méthode élégante de
Jacobi, pour la détermination de la grande inégalité de Jupiter et de
Saturne.

Il était impossible de rédiger un Traité aussi étendu sans parler des
belles recherches de M. Poincaré sur le probléme des trois corps. Nous
leur avons consacré un Chapitre.

Dans un dernier Chapitre, nous avons fait connaitre les résultats de
la grande enquéte faite par Le Verrier, continuée par M. Newcomb,
pour confronter la loi de Newton avec 1'ensemble des observations des
planétes : tout marche avec un accord admirable, sauf une ou deux
petites difficultés dont nos successeurs triompheront sans doute.

On peut juger, par cet aper¢u sommaire, de I'étendue des progrés
de la Science depuis Laplace, et de I'utilité qu’il y avait a les exposer
dans un Ouvrage spécial.



PREFACE. vit

Qu'il nous soit permis, en terminant, de présenter tous nos remer-
ciments a M. O. Callandreau et 2 M. R. Radau, qui ont bien voulu
nous préter encore le concours de leurs conseils; il nous a été trés

précieux.

Je remplis enfin un devoir agréable en remerciant MM. Gauthier-
Villars des soins minutieux qu’ils n’ont cessé d’apporter dans I'impres-
sion de cet Ouvrage qui leur fera honneur.

F. TISSERAND.

Paris, janvier 1896.
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TRAITE

MECANIQUE CELESTE.

CHAPITRE L

THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ET FONCTIONS PERTURBATRICES.

1. Considérations générales. — Jupiter possede cing satellites. Les quatre
premiers, visibles avec la plus faible lunette, ont été découverts par Galilée les
7 et 8 janvier 1610. M. Barnard, de I'observatoire Lick, a trouvé le cinquieme,
le g septembre 1892; il n’y a guére que trois instruments de trés grande puis-
sance avec lesquels on ait pu jusqu’ici suivre son mouvement. Au point de vue
de la Mécanique céleste, il y a lieu de le mettre a part; sa masse est trop faible
pour qu’il exerce une influence sensible sur les quatre anciens qui, de leur
coté, ne le troubleront pas sensiblement parce qu’il en est éloigné, et tres
voisin de la planéte, dont I’attraction sera absolument prépondérante. Le cin-
quieme satellite pourra cependant éprouver quelques dérangements au sujet des-
quels nous renvoyons le lecteur 4 deux Notes des Comptes rendus (t. CXVII,
p- 1024, et CXIX, p. 5). On peut donc considérer a part les quatre gros satellites;
la détermination de leurs mouvements constitue I'un des plus beaux problemes
de la Mécanique céleste. Le mouvement de chacun d’eux est incessamment
dévié de I'ellipse invariable de Képler :

1° Par la force perturbatrice du Soleil, dont I'attraction n’est pas la méme que
sur la planéte;
T. — IV, 1



2 CHAPITRE 1.

2° Par le renflement équatorial de la planeéte, quifait que son attraction ne se
compose pas seulement du terme en ;l;;

3° Par les attractions des trois autres satellites.

Avant d’aborder la théorie, il est bon de donner quelques indications géné-
rales sur les mouvements des satellites. Ils se meuvent a peu pres dans le plan
de I'’équateur de Jupiter. Les excentricités sont insensibles pour les satellites I
et II (les plus voisins de la planete), de o,001 et de 0,007 pour Il et IV. Les
moyens mouvements diurnes sidéraux ont pour valeurs

n = 203°,488 955 28, n' =101°,374 723 g6,
n"= J50°,317 608 33, n"= a21°57107133.

On en conclut
n —an' =o0°,539507 36,

n'—2n" =o0°739 507 3o.

On voit donc que le moyen mouvement du premier satellite est a fort peu
pres le double de celui du second, lequel est de méme sensiblement le double
de celui du troisieme. Mais ce qui frappe le plus, c’est I’égalité presque absolue
des différences n — 2n’ et — 2n”, de sorte que la relation

n—3n +2n"—o

est vérifiée presque rigoureusement. Ce sont ces relations de commensurabilité
qui font tout I'intérét et toute la difficulté du probleme; bien que les masses des
satellites soient tres faibles vis-a-vis de celle de Jupiter, les perturbations sont
néanmoins considérables. Voici les rapports des masses a celle de Jupiter :

nm == 0,000017; m' = 0,000 023; m" = 0,000 088; m” = 0,000 042.

Les coefficients des plus grandes inégalités périodiques des longitudes jovi-
centriques des satellites atteignent cependant 26/, 62/, 8’ et 50'.

Voici enfin les distances moyennes des satellites 2 la planéte, exprimées en
rayons de son équateur :

5;93; 9’44; 15,06; 26;-"9*

Le quatrieme satellite a une théorie a part, analogue a celle de la Lune, pré-
sentant en miniature toutes les inégalités de notre satellite; les trois premiers
forment un groupe dans lequel ils sont étroitement unis par les relations de
commensurabilité approchée.

Ces satellites présentent aux observateurs les phénomenes les plus variés. A
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chacune de leurs révolutions, les trois premiers s’éclipsenten disparaissant dans
le cone d’'ombre de Jupiter, ou bien ils sont cachés par le disque méme de la
planéte. D’autres fois, ils passent sur ce disque qui peut aussi étre traversé par
leurs ombres. C’est I'observation de ces éclipses qui a conduit Reemer a la pre-
miére délermination de la vitesse de la lumiere; c’est elle encore qui a permis
aux géographes de faire les premiéres mesures un peu exactes des longitudes
terrestres, et, en particulier, de poser sous Louis XIV les bases de la premiéere
Carte officielle de la France. On comprend donc l'intérét qui s’attache a une
théorie précise des satellites de Jupiter.

Nous allons exposer la théorie en prenant pour base la méthode de la varia-
tion des constantes arbitraires, comme I’a fait M. Souillart (Memotrs of the Royal
Astronomical Society, t. XLV), enlui apportant quelques modifications. Au fond,
cette méthode estadoptée par Laplace, a partir du troisieme Chapitre du Tome TV
de la Mécanique céleste; nous croyons préférable de I'’employer des le début.

2. Equations différentielles des mouvements des satellites. — Soient

m, x,y, s, r=\\Jx*+ y* - z*,
m,x',y,s,r,

m',x", y", 3", r,

m”, x", y", 5", r",

m,, quyly z{v r,

les masses et les coordonnées rectangulaires des quatre satellites et du Soleil;
ces coordonnées sont rapportées a des axes rectangulaires qui se coupent au
centre de gravité de Jupiter, le plan des xy étant celui de I’orbite de Jupiter a
une époque donnée, 1850,0 par exemple. Désignons, en outre, par m, la masse
de Jupiter, et par f la constante de I'attraction universelle. Les équations diffé-
rentielles du mouvement du premier satellite seront

i d? : JR

| S m) =G

da? JR

(1) '-dT{—kf(m.—f—m)%:.d—y-,
dts z __dR
‘W—%f(mo—i—m)ﬁ_—o—:’

ou R représente la fonction perturbatrice; elle est la somme de plusieurs autres,
R=®R,; + Ro,0a +Rop3 + R + Ry

Koy Roas Ros correspondent aux satellites II, III et IV; & au Soleil, et &, &



4 CHAPITRE 1.

I'aplatissement de Jupiter. On a, comme on sait,

Ko — fm! 1 _.r.1:’+_){y’+.~.:.’],

s [\/(w’—w)’+(y’—.r)’+(5’—z>’ "

A __,f,,,,[ ! __l_x+_vv_+__]
V(z,— 27+ (=) + (5 —3)} &

b /1 .
R, =fmyd = (3 — sm'd).

L’expression de &, résulte de la formule (43) (t. I, p. 210); elle suppose que
la planéte est de révolution; b est le rayon équatorial, d la déclinaison du satel-
lite au-dessus de I'équateur de Jupiter, et J la constante

1
J=x— - x
2 1

x désignant I'aplatissement de la surface de la plankte, et x, le rapport de la
force centrifuge a I'attraction pour un point de I'équateur. Nous prendrons
désormais b pour unité de longueur. La fonction des forces correspondant a

Iattraction complete de Jupiter sera

Jmo

r

+ &4,
Si I'on néglige la fonction perturbatrice R, les équations (1) deviennent celles
du mouvement elliptique. Vula petitesse des excentricités, on peut prendre

l,-
sz =1—ecos(l—w),

(2) v =l+a2esin(!{ —w),
I =p+eg p:jhdt,
\ nta®* = f(m,+ m);
2 = cosv -+ - ¢* sinBsin (/ — 0)
r 2? ’
(3) —")—f:sinv— iq;’cosesin(l—e),

|

|1

—=¢sin(l{—0);

~

nous remplacerons méme souvent m, + m par m,.

a, e, 9,0,0,1, creprésentent, suivant 'usage, le demi grand axe, I’excentricité,
Iinclinaison, la longitude du nccud ascendant, la longitude vraie, la longitude
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2

moyenne et la longitude moyenne de I’époque. Les inclinaisons ¢, ¢’, ¢” et ¢’
sont petites. :

Quand on voudra tenir compte de R, il faudra regarder les éléments ellip-
tiques comme des variables qui seront déterminées par les équations (%) (t. I,
p. 169); on peut simplifier un peu ces équations et les écrire ainsi

ide 1 dR do _ 1 OJR

dt —  na‘e 0w’ dt = naie Je’

dp 1 R df __ t JdR
i dt —  na'g 09’ dt " nate 9o’
’ Jd__20R_ _c R, o o

dt —  na da  2na* ()e+2na"d?’

da_ 2 0R o 3 0R

dt —na 9’ dit T a0’

3. Développement des fonctions perturbatrices. — Commencons par & et
, . . . r ., . .
développons cette fonction suivant les puissances de 7.7 quantité petite qui,
méme pour le quatrieme satellite, comme pour la Lune, ne dépasse pas ;3. Le
méme calcul que nous avons fait & plusieurs reprises dans le Tome III nous
donnera avec une précision suffisante
. . r[3/zxy+ yy,+355\* 17
mm B,

On peut remplacer fm, par n}a}, en désignant par n, et a, le moyen mouve-
ment et le demi grand axe de I'orbite de Jupiter. On développe & suivant les
puissances de e et ¢,, de g et de ¢,.

Nous désignerons par e,, ¢,, @, et 0, I'excentricité, I'inclinaison, les longi-
tudes du périhélie et du nceud de I'orbite de Jupiter autour du Soleil; il vient
finalement
P e al? 3,4, .2 3 1

= nja'|;+3 (e*+e})+ - cos(2l—al))— ;ecos(l--m)

4 4

-+ g e, cos(l, —w,) < g ecos(‘al, —3l+w)

(6) { —%ecos(zl,—l—am) +-'—8§e'cos(21,—2m)]

3 3
+ ntat [—§(¢'+ 1) + i 99, cos(6 — 6,) +g prcos(2l,—29)

\

3 3
, +§QfCOS(2l,—29|)—?;q)q;lcos(zh—e—e')],

La premitre partie de cette expression provient de la formule (15) (t. III,
p- 189); nous n’avons gardé, d’ailleurs, que les termes qui sont appelés a jouer
un role dans la question actuelle. La seconde partie s’obtient en négligeant les
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excentricités dans la formule (5), et tenant compte des inclinaisons par les
expressions (3) de z, y, s et les expressions analogues de z,, y, et 3,, ce qui
donne (t. I, p. 315)

FRAFINH 0 cos(l— 1) — L grsin(l — 0) sin (4 — 6)
¢
aa, 2

— i ot sin(l — 9,)sin(l, — 6,) + 9o, sin(I — 6) sin(4, — 6,);

en élevant au carré, portant dans &, et conservant les termes de la forme
voulue, on trouve bien la seconde ligne de I'expression (6).

Passons maintenant au développement de &,. L'orbite du satellite et I'équa-
teur de Jupiter font des angles petits avec le plan fixe des zy. On en conclut que
I'on peut prendre

d—s—s,,
s désignant la latitude du satellite au-dessus du plan fixe, et s, celle du point de
I'équateur ayant la méme longitude que le satellite, relativement au méme plan
fixe. Or on a, en négligeant I'excentricité,

s=gsin({—0),
s,=wsin[{— (180°— ¢)] = — wsin({+ ),

en désignant par 180° — ¢ et o la longitude du neud ascendant de I'équateur
de Jupiter sur le plan fixe, et son inclinaison sur ce plan. Il vient donc

d =—g¢sin({—0) +wsin(l-4¢),

:‘R,—_-f"—""l _ Smed [9sin({—8) + wsin({+ $)]*;

3r a’

on a d’ailleurs

r 1 1
- —=1— ecos({—w)+ - e?*— -ercos(2!—2m),
a 2 2

d’olr
a? 3 9
— =1+ 3ecos(l—w) + —e*+ = e?cos(2!— 2w),
rs 2 2

et il en résulte, en remplacant f/m, par n?a®,

! 1 1 3 1 1
f— s | s } C e? —_ — — ! — - ?
Ri=1In [3 +ecos(l —w) e+ e cos(2!— 2®) P50

(7) +gq;*cos(az_ae)+-;m’cos(az+zq,)

— @w cos(Y +- 0) +ewcos(2l — 6+np)].

Il reste enfin a passer au développement de &,_,.
Les formules (37) et (41) du Tome I, p. 309 et 310, donnent, en changeant
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Aetwenlet @, ce qui peut se faire a cause de la petitesse des inclinaisons mu-
tuelles des orbites des satellites,

o Ry = 3 A+ 2 B AW cos (il — il) — Sz cos(l'— 1)

Sm'
— % D\ @AW+ AP)ecos[it! — (i — 1)l — @]
43 ai" ecos(!' —w) — é 5—, ecos(2l—!'—w)
2 /2
-- %n’B"’ + £ A9+ AP)

— é (GAM +AM)ecos(2!—l—w) + ;<3A"’+A‘,”—%,‘—:) e cos(2l —l—w')

(8)

+ - (22A0) + 7AP +AM) et cos (4 — 2l - 2w)

-

+ - (A — AM — AlY) ee’ cos(m — @')

»

— i (31A® 4+ 7AP + AP)ee’ cos (4 — 2l —m—w')

- % (19A® +7 AR + AP)e'* cos (41— 2l —2w)

1
+ 5 n*B@ cos(4l — 21 — 27').

Dans les signes 2, ¢ doit prendre toutes les valeurs entieres positives et né-

gatives, excepté zéro. Toutefois, dans le second 2, ¢ ne doit pas recevoir la

valeur + 2, car le terme correspondant a été écrit plus loin explicitement, en
raison du role important qu’il est appelé a jouer. Dans les termes du second
ordre, relativement a e, ¢’ et v, nous n’avons conservé que les termes séculaires
en e?, €2, e cos(w — w’), n?, et les termes en 4/ — 2/, qui donneront nais-
sance a des inégalités a longues périodes, en raison de la petitesse de la quan-
tité

4n'—an=2a(an'—n).

Les deux derniéres formules (4) du Tome I, p. 293, donnent

ay sint’ = ¢ sin6 — ¢’ sin®,
. . 2n¢087’ = ¢ cosf — ¢’ cosf';
on en tire aisément
4n*=9*+ ¢'*— 299/ cos (60— 0'),
4n? sinat’ = ¢?sin26 + ¢’ sin26'— 299’ sin (6 + ¢'),
4n*cos2:’ = ¢*cos20 + ¢'* cos26’'— 299’ cos(6 + §'),
4ntcos(4—2l—at')=9¢*cos(4 — 20 —20) + ¢ cos(4/ — 2l —28')
—ag9/cos(4l' —21—0—10").
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En tenant compte de ces relations, et introduisant une transformation des
coefficients de e*+ ¢'? et de e¢’ cos(w — w’) donnés dans le Tome I, p. 406, il
vient, pour expression de &, ,,

1 1 . . a
~A©® 4~ A cos (il — il) — —weos(I'— 1)

! o
| _%2<amm+a":}:’>ecos[a'_ (i—1)l—w]
+% %ecos(l’—m) — i (—za,—,ecos(zl— l—w)
— é <6A(’)+ adg—:)> ecos(2!'— l - )
+ % (3A(I)+a‘% — i—,‘:)e’cos(zl’-— l—w') .
(9) + %B“’(e’+ e't) — %B")ee’ cos(w —w')
+ %(22A“’+ 7a% + éa’ d;‘z:”)e' cos(4l'—2l—aw)
— §<2|A(s)+7adg:) + %a",;‘::”)ee'cos(u’— 2l — o —w')
+ %(19A">+ 7aegg + :—!a’d;-—::i)) e'rcos(4l!'—al—aw')
- -é—B‘"[q;’-&— 9'*— 299’ cos (9 — 6')]

. +§Bm[¢=cos(4t'—zz—ae)
+¢'2cos (4l — 2l —20') — 299 cos(4U—2l—0—0)].

m! , . . .
Nous remplacerons fm' par n*a® —, et nous écrirons simplement m’ au lieu
o

!

m
de —-
m,

Il'y a lieu d’introduire quelques notations pour simplifier; posons

Jn 3 n?
(0)= 25+ [°]=Z—l"
(10) (o,1)= %m’naB(”, [o,l]:ém’naB(’),
' ’O,Il = %m'naB“’.

On remarquera que: ces quantités (o), [o], ... sont du degré zéro relative-
ment aux longueurs a, a’, et du degré 1 relativement aux moyens mouvements.
Le sens des notations (o,2), (0,3), [0,2], [0,3] résulte clairement des for-
mules (10).
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Si maintenant on réunit les expressions (6), (7) et (9) des fonctions pertur-
batrices, on trouvera, en groupant convenablement les termes, que la fonction
perturbatrice totale, pour le premier satellite, est égale a

(11) R=R,+R;+...+R;;

"n.,:m'maa% 23 A cos (il — it) — S cos(Z— 1)

-- éZ(zz’A“’-&-ad—:;—”)ecos[t'l’—(i-—:)l—m]
(12) +ga—a,;ecos(l’——m)—é(—la,—,ecos(zl—l’—m)

+ -3-lz}a’ cos(2l—2l)+ecos(2l,—3l+w) —3ecos(2/,— | —w)]
4

+ (Jn’— %n}a’)ecos(l —®);

4 (2)
R, == m'n?a? [-—- ;(;’;A"’—%— ad—gz-) ecos(2l'— | —w)

: ) ‘
+ é(SA“’+ad$—a — %)e’cos(zl’—l—w’)];
43) s R, = gna’{(o) +[0] + (0,1) + (0,2) + (0,3)] e?

- na’{[o,n]ee’ cos (@ — w') 4 [0,2] ee” cos (@ — B”) + [0,3 ] ee” cos(m — w”)!;
(13) R,= éna’{[o] (el — 1) — (0)w+2[o0]e, cos(!; — ) + 5[o]e* cos(2{, — zm)z;

JA®) ¢ g*AM
(s e, — a2 2 (S —_—
(22.»\ '+7a da T 3% oa )e cos(4ll—2l—2w) )

) 2 A3) ,
R, = %m'n’a’ s —2 (21A‘“’+’7a9—32— -+ %a’%) ee'cos(4l'—2l-—-w—w') S

) 2A(2)
+ (lgA"’-{— 7agga— -t- ia’d A

oa )e" cos(4l' — 20l —2w');

i

R, = — > nat{(0) + [0] + (0,1) -+ (0,2) + (0,3)} "

s + na*{(o,1)99’' cos(0— ') +- (0,2) 99" cos (0 — 6") + (0,3) 99" cos (6 — 67)]
( — na*(0)gw cos(f + ) + na*[o]9p, cos(6 — 6,);

R, == %na’{o,t] [9cos(4l—2l—26)— 299 cos(4l/—2l—0—6))]

(16) + éna’[o] [ptcos(2!, — 20) — 299, cos(2/, — 6 — 6,)]

' + %na’(o)[9’cos(sl—29)+zqmcos(al—9+¢)].

Il faut entendre que ’expression de R, doit étre étendue aux combinaisons du

premier satellite avec le deuxiéme et le troisieme; il y a donc deux parties ayant
T. — 1V. : 2



10 CHAPITRE

pour coefficients
m"nta® et m"n‘a®,
qui n’ont pas été écrites.

La fonction R, donnera les inégalités a courtes périodes des rayons vecteurs
et des longitudes, et une inégalité solaire (la va-

riation);

" R, » les inégalités a longues périodes;

» R, » les compléments apportés par M. Souillart aux inéga-
lités précédentes;

» R, » les inégalités séculaires des excentricités et des péri-
joves;

» R, »  lesinégalités séculaires des neeuds et des inclinaisons;

» R, »  laccélération séculaire et deux inégalités solaires im-
portantes (I’équation annuelle et I'évection);

» R, »  lesinégalités périodiques des latitudes.

4. 11 faut montrer maintenant comment on passera de la fonction perturba-
trice R du premier satellite a celles, R, R” et R” des trois autres. On aura 2 in-
troduire les quantités

(1), (2), (3); [11, [2), [3];s (1,0), (1,2), (1,3); [1,0], [1,2], [1,3]; ":0}9

qui sont suffisamment définies par les formules (10). On voit immédiatement
que I’on aura les relations

(17) mya(o,1) = m'\a'(1,0), m\/—[o,x]:m’\/_[l,o], my/alo,1| = m'\/a' |1 1,0{,

Les expressions de R,, R,, R; et R, seront étendues immédiatement a R, ...,
R,....R},....-

Mais il nous faut entrer dans quelques détails au sujet de R, et de R, qui
donnent les inégalités a longues périodes.

En se rapportant aux formules (37) a (41) du Tome I, p. 309 et 310, on verra
que R, se compose de deux parties :

La premiere provenant du satellite I, et contenant 2/ — /;

La seconde provenant du satellite III, et contenant 20" — /.

On trouvera sans peine

, 1 dA™
R = mn”a”[—;(l;A(”+a 9a )ecos(al’—l—m)

1 Dy ) ()A‘) __Aa oy
2(31\‘ ba T i e'cos(2l'--1 m)

+
~+ m"n'2a'? [

(oh 0 M) antar 1w
1 dA‘) 4a' -
;(3,\"“ s )e cos(2l'—U'— " )]
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R, =m'n"*a™ [_ ! ([,A'(z) +a’ dAlm) e cos(2l'—U'—w')
v 2 da’

! iy, g N a’N L, I —w")|.
1—2<3A +a o7 o e"cos(2l'—1'—@")

Les fonctions A’ et A’® sont définies par I’équation

“+o

) — %EA"” cos(il"—il'). )

]
Va'*+a"*—aa'a" cos(I"— '

(18)

Cela fait, nous poserons

(2) 2 (1)
‘ ¥ =4aA® +a 922, G =% _30A0 —aa A,
(19) a? da
19
, IA'™ at Y A’
? F'=4aA'® 4 q S GI:F_?M A'(n_a'a'—d-a,_..

On en tire aisément

OAM) he a fa*— a'3 a
—a <3A“)+a —-;—,.' :;,G—F'aa,’ _‘7(} PN a:‘—z‘,G,
JA'!) a' a' a*—a® a An"*—n'ta" a'
—al(?’A"l)+a' e N Lk —— o =6
da a aa a n a a
OA® a'
altA® +a =—F
(4 - da a ’
0A'() a’
” (2 al —_ FI.
a ([;A +al = o

Nous avons pu, dans ces termes relativement peu importants, supposer
n=2n,n" = 2n".
Il viendra ainsi

R,= - in}’n’ a? [F e cos(2l —l —w) +%Ge’ cos(2l’—l—m’)],
r 1

R, =— %m na|Ge cos(all — 1 —w') +%Fe cos(all -l —w )
(20) - 2

1 a'
— ;m”n” a*|F'e cos(2l'—U'—w') + ?G'e’ cos(2!"— ' —w")

L .

-

_ Y .
R, =— . m'n"2qm G'éecos(2l'—UI'—w") + fl—,F'e’ cos(al'—Ul'—w')
! 2 a

SiTI'on pose pour un moment
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les formules (19) donneront (voir t. I, p. 288),

db® 1 ) db™
F =4ab?® +at —, == — —3b) —a ——,
dx at dx
db'® 1 db'\v
I: ’ '(” 3 /: —_— ’(l)_ '—'
F=4a'"0¥+«a ol G o 3b & —
Or on a
“1 . a:!a'3 . n’b
a3 Tad® T prat’

ce qui se réduit sensiblement a 1, a cause des relations approchées

a differe donc peu de ', et, par suite, les différences F' — F et G’ — G sont tres
petites, de sorte que I'on pourra prendre souvent

(21) ) FF=F, G'=6.
Passons maintenant aux fonctions R,, R, et R|. Nous ferons

S JA® A
;m’n(zaa:\‘”-&-ya‘ —d—a—+—a3 " ) = o

2
! m’ JdA®Y IAD
;m n(21a A® +7a “da + ;az Ja? = 0y,1,
22 /
. "mu' (10’ A® 4+ =a'a dA™ g a'at PG .
2 o ! da 2 da? — 1,09
! mn' ' , OA®p  9TA®
—mn'{21a’A® +5a'a- +laa? P
t 2 ( AT da 2 Jat 1,05
oy IA'®) 1 DA’
2 '’ <22“I A’ 7a" “da” -+ 2 , Jda't a,
I JA'®) 1 JIA'®
2 m’ I¢'<2l a A3 4 7al! —()(T + ; a’ _d(_lT — by
23 )
( ) < 1 , ,()Al(z) 1 ()2:\'(’)
1(3) A/
1 I ”ALS ” ,l)»\ 1 v ore
-m'n"(21a"A"¥ aa ——+-a"a = b, ;.
V2 ( 7 da’ 2 Jda’? 2,1
On aura

(24) my/ab,,, = m'\Ja' b, ,, m'\Ja' by, = m"Va" b,,.
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La quantité A’™ est définie par la relation (18); on trouvera ensuite aisément

[ 2
i —= R = ag etcos(4l'—2l—2w)
i na N
mya
—2b,,e¢' cos(fl —2l— o —) + ”,_ a,pe'tcos(fl —2l— 2w'),
mya
2 “' — e on !
it T aee cos(4l!—2l—2w')
m C;
—2b,0ee' cos(fl' — 2l —w—B') + \/._ @, e2cos(fl!— 2l — 2w)
(25) m'\a'
+ayye'tcos(f4l"—all—2a’)
" m"\/a"
—2b, e cos(fl'—2l—w'— ")+ ———a,, e"*cos (4 I'— al'— 2w"),
m'\/a'
2 n __ ne A L4 ll 14
",a”R‘_ as etcos (4l — 2l — 2w@")
\ \/7
\ —aby, e cos(4l'—2l' —v'—w") + _a, e cos(4l"— 20— 2@').
m"\/a'
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CHAPITRE II.

THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — INEGALITES PRINCIPALES
DES LONGITUDES ET DES RAYONS VECTEURS.

5. Calcul de la variation. — Nous allons calculer les perturbations qui
émanent de R,; considérons d’abord la portion

(1) Ry= %n}a’[cos(al— al,) +ecos(2l,— 3!+ w) —3ecos(al,— | — m)].

Nous appliquerons les équations (4) du Chapitre I, et nous trouverons sans
peine
da 3n? d*p 9

e __ 1 : _ adil [ TP -
=" asin(2/ — 21{,), PE _+2n,sm(21 2l,),
de  3n}
7 _—Tcos(zl—zl,),

2
;-f = ﬁ[sin(nl,—3l-i—w)+3sin(21,—l—m)],

do _ 3n? .
S n[cos(al, —3l+w)—3cos(2!, - —w)];

en faisant le changement de variables
esinw =/, ecosw = A,
que nous emploierons tres souvent, il vient

dh 1 OR 3n}

@ T naE 0k Gn

?
%‘:_ L 3—2 % [sin(al, — 31)+ 3sin (als — 0)].

[cos(2!, — 31)— 3 cos(2/, — )],
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Des quadratures donnent immédiatement les perturbations &a, 8p, S¢, ¢4 et
ok, causées par la fonction perturbatrice (1). On trouve aisément

—_ 3n} .« 9 n} .
da = W__nl)acos(zl—ali), op_.—gmsm(al—zl,),
. 3nt . .
3 —-—mSlﬂ(Zl-—l’l),
oh =

3n} [sin(BI—zl,) _ 3sin(l—-2l,)]’

4n 3n—2n, n—an,

Sk - 3n{[cos(3l—zlt)+3cos(l—2[,)].

ok= -
3n—an, n—zan,

4n

11 suffit de porter ces expressions dans les formules (2) du Chapitre I, ou
mieux dans celles-ci, qui s’en déduisent,

or = da — a(dh sinl + 8k cosl),

() dv = dp + d¢ + 2(dksinl — dh cos!).

On trouve ainsi

or 3n? 3n? gn? - .
a [2n(n —n,) 4in(Brn—an,) 4n(n— zn,)_l cos(2/—2l,),
— 3”? 9”} 3!1? gnf 7.
60—[ an(n—n,) 8(n—n,) 2n3n—2n,) " 2n(n—an,) sin(2!—al,).

On peut développer les coefticients suivant les puissances de la quantité =,
. n
. , . I . s 1 .
qui est égale a 2756 pour le satellite I et & —— pour le satellite 1V.

. s n\?
On trouve ainsi, en ne conservant que les termes en o)

i
8

Ay

. n? < n} .
(3) ::-—;;cos(al—zl,), ov = -+ Z;sm(zl—zl,).

C’est ’inégalité qui, dans la théorie de la Lune, a re¢u le nom de variation,
et les coefficients de cos(2/ — 2/,) et de sin(2/ — 2/,) sont les parties princi-

pales des coefficients correspondants de la théorie de la Lune.

6. Inégalités & courtes périodes. — Considérons maintenant le reste de
’expression de R, [formule (12) du Chapitre I

R, == m’n'a‘zé EA“’ cos (il — il) — %ez b cos[il! — (i —1)l — ]

A _a " 3a ' m)— 2 N —
(%) a,,cos(l l) + ; a,,ecos(l ®) 3 a,,ecos(al l w)‘
J 1 n? JA®
LIS [l WS Y Y | -
\ + nta (a’ e R i e >ecos(l @),



16 CHAPITRE 1.

oll nous avons posé, pour abréger,
JA! ”
3 W= 2rAD + a4 -
(3) ' + da
Nous avons mis en évidence le terme

1
-3 m'ntath®ecos(l —w) .

U g A
.- -m'na ecos(l—w),
2 a
de facon que (= o soit excepté des deux signes 2 En opérant comme précé-

demment, prenant les seuls termes périodiques et dirigeant le calcul de fagon 2
négliger ’excentricité e dans le résultal final, on trouve

- d*p _ 3 , . T ’ '
qr = Gmn 0[21;\ sin(il' — i) — \ln(l—-l)],
. wnat| ko sin(il—it) — Z3sin(r — 1)
dt ) a'? !

3 , JA® . ,
o mna [Za Tcos(tl —- tl)—— cos (! —- l)]

IR ole
pour former —* qui donne ° 7 O n'a pas fait varier a dans le coefficient n*a® de

la formule (4), car ce coefticient a été mis i la place de fim,; on a ensuite (t. |

p-171),

dh

b _ il — LS cos[ il — (i — 3a sy L, —r
dt'_mnal 22'115 cos[el — (¢ |)l]+ga,,cosl 2a,’LOS(ZI )
’ 2 (9)
“+n (;;'—1 — 22,1'—, — im'a’ d—g;—) cos !,
d

oa __ N n i) r_ __9/:__(1_’ L
= _Vm[ z" aA( cos(dl'-- i) S cos (! I)],

n—n'a

: ()
6p:rrz’l 22(;1—_"_"> aA sm(zl—tl)—3< ® \ um(l’—l)]

. n JA® an
os == m [ 2 = ",Sa’ Ja sin(ill — i) — —— sm(l’— I)J

—n' a’*
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Y n
h=m'y = X i =y

abhOsin[id' — (i —1)!]

2
2 sin(2l~- 1)

a
dA‘“’) inl
sin
da ’

hk=m'1_ 1 R aw® " (i —
sk=m 22"'_(‘__1) avcos[il' — (i —1)!]
3 na , 1 n "
3 a,,cosl——; Py a,, cos(zl—l)
d

17

En portant ensuite dans les formules (2) et remettant pour w® sa valeur (3),

on trouve, sans trop de peine,

j_—m Zz[zn —(z——l)n . -—:n]aA(‘)

1’ n
2ain'— (i—1)n

()
2 9A ‘cos(il’— il)

(6) .
,a an 3 n I n I
M a\n—w A w T aan—w)08 0
nt 3 1, L 0A®
rys Rl Rt Pat
ain 3 .n 2
= 2(..7 G
o= "lzg[n—(z—n)n.*_ai(n— ’> ]aA
- n I on ,dA“’%. s
(7 ¢ +[in’ (i—x)n+¢'n—n’]a Ja sm(d. il)
2 2
—m 35+ e +3( ) s — 0.
n 2n—n n—n n—n

La partie constante de 8r, dans la formule (6), appelle une réflexion.
La partie non périodique de R est, d'aprés les formules (6), (7) et (9) du

n°3,

R:-[;

? 4 Jn’+ fm A

de
on en conclut, pour le terme constant de .,

nt  2dn , 9A®
— mna =

n a?

0= —f — —

de _ 2 JR _
dt™ nada
en faisant
2J
a!

T. — IV.

nl L 0A®
M"Y %

nt
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On aura
e=agnt—+..., l=(1+a)nt+....

Or, ce que donne I'observation, c’est
(1+0)n=n,.

Si de la valeur n, ainsi trouvée on conclut une valeur approchée de a, a,, par la
formule
m
a, = \/fl’o’

ce ne sera pas la vraie valeur; on aurait du prendre

s/ Fr.

nt

2
_ ny\* 2\,
a=ay| *) =a(1+30);
la partie constante de r sera donc, en ayant égard a la formule (6),
—=a,| 1+ +a nf ——-i--i-im’a’()—A(oz = 2 ! = ! s
a—a, 3 o\ ot @ 2 ()a =a, l+30'—";U —=a, l+66 H
on aura donc finalement

a—a ([+_J__£__lm’a’%_(2
- 3 ) da°>

a—

Il en résulte

3at 6n? 6

On peut supprimer les indices o et dire que, a étant déduit des observations,
les perturbations produisent dans le rayon vecteur une partie constante

(8) 6/':-a,,—————————(—ima’-———-

Il faudra ajouter deux termes en /" et m”, pour tenir compte des actions des
satellites Il et IV.

Remarque. — Les calculs que nous venons de faire pour obtenir les formules
(6G) et (7) sont identiques a ceux du Chapitre XXII du Tome I, et nous aurions
pu abréger un peu en nous reportant a ce Chapitre.

Dans les formules (6) et (7), il faut ajouter des termes en m” el m” pour
avoir égard aux attractions des deux derniers satellites; enfin, par de simples
changemente de lettres, on déduira de ces formules les expressions de &r', ¢,
&r”, ¢v”, or" et 3v".

7. Influence des fonctions R, et R,. — Si 'on porte dans les équations
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différentielles
2 de_d(R1+Rg) na’ed—w_d(R|+Rg)
TrYed = &’ de de
les expressions (13) et (20) données dans le Chapitre précédent pour R, et R,,
on trouve

de

= [0, 1]¢ sin (& —@') — [0, 2]€" sin(w — &") — [0, 3]¢" sin(w — ")

+ gm’nFsin(nl’—l—m),

(9) do _

e T =1(0) +[0]+ (0, 1) + (0,2) + (0, )]e

—[o, 1]€' cos(w —w') — [0, 2]€" cos(® — ") — [0, 3]¢” cos(w — ")

- ém’nFcos(al’— l—w).

I convient de poser
( [0 ] =(0)+[0]+(0, 1) + (0,3) + (0, 3),
(10) % | 1_]=(|)+[1]+(x,o)+(1,2)+(l,3).

et, comme on I’a déja fait,

(1) ( h=esinw, h— ¢ sinw’, h"=e" sinw”, h" = €" sinn”,
Il
t k=ecosw, k'=¢' cosw’, k"= e" cosw”, k" = €" cosw”.

On trouve aisément que les équations (g), et les équations analogues pour
les autres satellites deviennent

i dh '
| ar — [ k+[0,114 + [0, 2]K"+ o, S]k’”:—-;m’nFcosu,

dk .
$+| o '.h--[o, 114" — [o, 2]h”—-[o,3]lz”=+%m’nl“ sin u,

!
f,i{,: — [ K+ [1,0)k +[1,2]# + [1, 3]k”=—§mn’(} cosu _.;.m'n'plcos“r’
%A‘; -+ lI]h’_,[l,o]h— [1, a]h" —[1, 3][;”=+§man sintt+%m”n’F’ sinu’,
(A)
l”
%_Ek'+[9’°]k+[2» ’]k'+[2,3]k"=—im'n'G’cosu',
dk" " , w S
T+ W —[3,0lh—[3, (1K — [3, 3] A"=+ > m'n"G’ sinu’,
dh*”
| i — [31K+[3,01k+[3,1]K +3,2] k" =0,
! dk*

T+ [3A"—[3,0]h—[3, 114 — [3,2] 4" =0,
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en faisant
(12) u=1al--1, u'=al' - I,
On a ensuite

do__ 30, dp__ 3 OW
a0’ dit — a* 9¢

d

d*p
ta

et ces équations deviennent

2
gtf = gm’n’ [F(/c sinu — h cosu )-;—(% G (k' sinu — ' cosu )T ,
d’ ! ']
% = —~ 3 mn'? [G(k’ sinu -— h' cosu )—o—% F(k sinu —h cosu )T
(B) . 3 o .
-+ ;m"n" [F’(k’ sinu’ — A’ cosu') + 7 G' (k" sinu' — Ia”cosu')-l )
n 4
: ‘f;tp' =—3m'n" [G'(k’ sinu’ - A" cosu') + Z—, F' (k' sinu' — &' cosu’)] .

Nous allons intégrer les équations (A), en faisant d’abord abstraction des
perturbations de u et &', en admettant donc que ’on ait

u=(2n"—n)t-+2¢-—g, W=(2n"—n')t+2¢"—¢,
(13) | ‘—iﬁ—zn'—— n du’ an"—n'
(@@= ’ g T
8. Intégration des équations (A). — C’est un ensemble de huit équa-

s

tions linéaires du premier ordre, a coefficients constants, et avec seconds
membres. :
Nous intégrerons d’abord les équations sans seconds membres.

%-’: — Lo ]k -+ [o,t]K + [0,2]4" +[0,3]4" =00,

dk ]
% 0k — 001k —[0,2]h"—[0,3]4" =0,

~.

(A")

A —— L
— -t B3 —[3,01h —[3,1]4 —[3,2]4" =0,

Les intégrales générales de ces équations sont faciles & obtenir, d’apres ce



THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 21

(iue I'on a dit au Chapitre XXVI du Tome I sur les équations analogues relatives
aux inégalités séculaires des planetes. Elles seront de la forme

k=M cos(gt+ )+ M, cos(g,¢+B,)+M,cos(g:¢+ By) +Mscos(gs ¢+ Bs),

‘ h =M sin(gt+p)+ M, sin(g,t+,3,)+'M, sin(gst + Bs) + M, sin(gst + Bs),
(14) ) =M sin(gt+B)+M;sin(gt+B,)+ .o )

KT =M"cos( gL+ B) M cos(gil+Br) e e

& & 8 et g, sont les racines, toujours réelles, de I'équation du quatrieme
degré

g—[o] [o,1] [o,2] [0,3]

(ol s—(t] [1,2] [1,3]

’ [2,0] [21]  g—(2  [23]

| [3,0] [3.1] (321 g—[3]1

(13)

[l
°

Les rapports des quantités M, M’, M”, M” a I'une d’elles, M par exemple, sont
déterminés par les équations

(g— o 1)M+ [o1] M+ [o2] M+ [0,3] M=o,
\ [1,00 M+(g— 1 )W+ [1,2] M+ [1,3] M=o,
[30] M+ [230] M+(g—[2 )M+ [2,3] M=o,

. [3,0] M-+ [31] M+ [33] M+(g—_3 )M =o.

(16)

Les rapports %'1 %:', R ;:—:, ;%-; D %—:, %115 .
équations analogues que Pon déduit de (16) en mettant aux lettres g, M, ... les
indices 1, 2 et 3; il y aura huit constantes arbitraires, savoir 8, 8., 8., 5, M,
M,. M, et M,. Il reste maintenant & trouver une solution particuliere des équa-

tions (A); on la cherchera sous la forme

- seront déterminés par des

h =8B sinu + B, sinu/, h' =B’ sinu + B sinu/, h" =B" sinu + B’ sinu/,

k=Bcosu+B,cosu’, k' =B'cosu—+ B cosv, k" = B" cosu -+ Bj cosu';

en substituant dans les équations (A), égalant dans les deux membres les coef-
ficients de sinu, cosu, sinw’ et cosu’, apres avoir tenu compte des valeurs (13)
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de etde ,on trouvera

‘ (n—2n'+ [0 ])B —[o0,1]B'—[0,2]B"= é m' nF,
(17) (n—an'+ [ ])B —[1,0]B —[1,2]B"= -mnG
(n—2n'+ [3])B"—[2,0]B —[2,1]B' =o;
( (n'—an"+ [3])B, — [0,1]B, — [0,2]B] =o,
(18) ) (w—an'+ [0])B,— [1,0]B, —[1,2]B] = ; m"n'F",
(n'-an"+ [ 3 ])B;—[2,0]B, —[2, ;]B,_ -m'n"G',

Le calcul montre que les quantités |o,1], [0,2], ..., qui contiennent toutes en
facteur la masse d’un satellite, sont petites par rapport aux quantités

n—zn'—i-]_ol, N n’——nn"+| 0 f, ..u

et I'on a ces solutions tres approchées

1 m'nF 1 mn'G

B = - i} B’:- —_— B”=O,
2n—f:n’+|0l Znp—an +| 1|
1 m"n'F’ m'n"G'

B - —— e — ’ B’l'— ’ B|:O

I_-'>_-
n'—an' -l-Ll_I

®i-
3\
§§
+
B

On pourra, du reste, si I’on veut, obtenir trés facilement les petites correc-
tions de B, B’, ... en remontant aux équations (17) et (18).

On aura donc ainsi l'intégrale particuliere cherchée, et en I’ a]outant a l'inté-
grale générale (14), on obtiendra, pour les intégrales des équations (A):

1 m'nF . .

h == —-—"-- —sinu+Msin(gt-+p)+...,
2n—an+|o
1 m'nF

k =- ————— cosu+Mcos(gt+3)+..
2pn—an' + l
1 mn'G . 1 m”n’F'

B o= - T sinu 4 - -sinu'+ M’ sin(gt +B) +...
2n—2n'+| 1 i 2 p—an"+
1 mn'G m"n'F!

(C) | K =- '~-——cosu+ - e _cosu'+ M'cos(gt+B)+ ...

2p—an + 1| 3n—2n+l'|_|
1 m'n"G' . .

A= - sinu/+ M" sin(g¢t +B) +...,
2 n’—zn”+‘ A_]
1 IIG’

M= - —- - cos(gt+pB)+..
2np'—an"+ 2 |

"=M"sin(gt+B)+...,

kK"=M"cos(gt+PB)+....
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En portant ces expressions dans les formules (2), on aura les inégalités cor-
respondantes des rayons vecteurs ct des longitudes, savoir,

N 1
o :—1—mLF——-— cos(al'—2l) — Mcos({—gt—pB)—...,
a 2n—an +
m'nF . . .
00 =— — —— —-sin(2l —2!) +2aMsin({— gt —B)+...,
n—an' -+ o
! 1
ér_’ =1 mn’G cos(l!' — 1)
a 2np—an +[ 1]
LAY A N
! mn’F cos(20"—al'y —M'cos(l' — gt —B) —...,
2 p'—an'+ [II
mn'G
o —— sin({' —{)
(19) n—an' + [ 1]
A v
_ = m—n—-F———sin(zl”—al')+2M’sin(l’—gt——ﬁ)+...,
n'—an"+
" [N !
'-;—r; =1 _ mnG cos({"—V)— M"cos(I"—gt—B)—...,
a 2np'—an"+ | 2
[ ¥ ad)
6 —— ""—‘Gsin(t'f—t')+2M”sin(ﬁ_ge—ﬁ)+...,
n'—an"+ 2__|
v 4
: %:-—- M” cos(”" —gt—B)—...,
0" = aM"sin(l{"—gt—B)+....

Les termes qui contiennent en facteur I'une des quantités F, G, F', G’ sont les

inégalités 2 longues périodes, qui ont des valeurs considérables, a cause de la

petitesse des diviseurs n--2n' + e

9. Grandes inégalités des longitudes moyennes. — Nous allons porter
les expressions (C) de 4, £, ... dans les formules (B); nous trouverons d’abord

k sinu —h cosu =Msin(2l'—l—gt—B)—...,

A n}
Ksinu — b’ cosu = — m'n'F sin(«'— u) +M'sin(2l' — | — gt —B) +...,

2 an"+ L__D

. I mn'G
k'sinu’'— h' cosu' =+ -

2p—an'+ [ 1]

k" sinu’'— h" cosu’'=M"sin(al"— ' — gt — ).

sin(u'— u) +M'sin(2l'— ' — gt — B) +...,
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10. De la libration. Théordmes de Laplace., — On Lire aisément des équa-
tions (22)

dary m'm” gm"m  4mm'\
—_— = ~+ d sin<.
de a? a'* a"

On trouve par le calcul numérique, F'> 0, G < o; d'ailleurs n — 2n’ est
positif; donc I’expression (22) de K est > o; en posant

m'm”" m'm  Lmm'
(23) 62:K< a? galz a )’
€ sera réel; il viendra
%’g — 6*sin¢S.

On en déduit, en désignant par C une constante arbitraire,

dz
2.’; dl = ——— ——;
(24) VC— 26 cos3’
on est ainsi conduit a une intégrale clliptique. Dans la discussion, il y a deux
cas a considérer :

1° C> 26%; S varie toujours dans le méme sens, passe par les valeurs ===,
*oam, ...
2° — 262 C < 26%; on peut faire
C =262cos%/, dt —= fl—_ —_-———d—':: - =
V26% \/cosY — cosS
S oscille entre les limites ' et 2= — 3’; on ne peut jamais avoir $=o,
£ = 2w, ...; la valeur moyenne de $ est =.
Le premier cas doit étre exclu; soit en effet C = 26* + 2, on aurait, pour l¢

.

temps T que mettrait I’angle & pour croitre de = & 3 g,

3T T

T__f—; d3 __‘/.2 tll
. \/r’—i—zé’—-zé’coss_ o V1t + 25 + 28 cos.r

T Lo

< —=< H
2yt 426!  a2y/28"

avec la valeur numérique connue de €2, on trouve

T < 4o1 jours.
Or, les observations ont montré que I'on a, & fort peu pres,

S=0—3l'+20"-=180°

-—

T. — 1V.
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et que les variations de 3, si elles sont sensibles, sont tres restreintes; 3 ne
peut donc pas augmenter de go° en 4o1 jours. Le second cas est ainsi le seul
possible, et $ oscille autour de 180°, sa valeur moyenne; on aura

(25) [—30+al'=180+ %' =(n— 3n'+ an")L + & — 3¢+ 2¢";

S’ étant périodique, ou du moins toujours compris entre deux limites que les
observations montrent devoir étre extrémement petites, on doit avoir

(26) n—3n+an"=o,

et cette équation est rigoureuse si I'on emploie pour n, n’ et n” les valeurs con-
stantes des moyens mouvements; avec les moyens mouvements osculateurs, il
vy aurait une oscillation autour de zéro.

I.’équation (25) donne ensuite

(23) e — 3¢’ + 2e"=180°.

Les équations (26) et (27) expriment deux beaux théorémes auxquels le nom
de Laplace doit rester attaché, car c’est lui qui les a démontrés le premier.

En faisant $ == — o dans I'équation (24) et remarquant que x est tres
petit, d’apres les observations, on peut écrire

. dr _ dr
© yC+26tcose C+ 28— 6tr

d’oll
x=Dsin(6¢+ E),

C + 26¢
D=\/—%—

et désignant par E une constante arbitraire. On aura ensuite

en faisant

(28) S=0—3l'+2l"=180°— Dsin(6¢t+ E),

en se bornant i considérer dans  I'inégalité qui provient des termes du second

ordre par rapport aux masses. La période 26—‘" de cette inégalité est de 2270 jours,
soit un peu plus de six ans.

Revenons maintenant aux équations (22), qui sembleraient devoir donner des
inégalités tres considérables, si elles renfermaient réellement le diviseur
(n — 3n’ + 2n")*. Mais la relation (28) donne, D étant tres petit,

sing =Dsin(6¢ +E)
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il en résulte

th- ™ m gD sin(6¢ +E), %’{:..., )
[ ol =— ﬁ:;',n— ]é?sm(et+E),
"(29) ol ==+ ?’—Z%m- %?sin(6t+E),
o= — 227 KD sin(6c +E).

Laplace désigne sous le nom de X%bration I'inégalité I)s1n(€t+E) qui se

répartit ainsi entre les longitudes des trois premiers satellites, suivant un rap-
port dépendant a la fois de leurs masses et de leurs distances moyennes a Jupi-
ter. Cette inégalité est tres probablement insensible, car toutes les recherches de
Delambre, pour la mettre en évidence d’apres les observations, ont été infruc-
tueuses.

Les trois premuers satellites ne peuvent jamars étre eclipses a la fois.
En effet, 1a relation
(30) I — 304 20"=180°
s’applique aussi aux longitudes moyennes synodiques
L=1I0—1{, L=0r—1, L'=0-1,
car /, disparait de cette relation. On a donc
L —3L'+ aL"=18o0°.
Or, dans les éclipses simultanées des satellites I et I, on a
L = 180°, L' =180, d'olt L" = ay0°;
dans les éclipses simultanées de I et III, on a
L =18o0°, L"=180°, d’ou L' =120°;
enfin, dans les éclipses simultanées de Il et III, on a
L'=180°, L"=180°, d'ou L =360,

de sorte que le premier satelllte, au lieu d’étre éclipsé, peut produire sur Jupi-
ter une éclipse de Soleil.
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et que les variations de 3, si elles sont sensibles, sont trés restreintes
peut donc pas augmenter de go® en o1 jours. Le second cas est ainsi |
possible, et $ oscille autour de 180°, sa valeur moyenne; on aura

(13) 1 —3l4+20"=180°+3' =(n—3n"+2n")t +&— 3¢'+ 2¢";

S’ étant périodique, ou du moins toujours compris entre deux limites «
observations montrent devoir étre extrémement petites, on doit avoir

(26) n—3n +2n"=o,

et cette équation est rigoureuse si I’on emploie pour n, n’ et »” les valeu
stantes des moyens mouvements; avec les moyens mouvements osculat
y aurait une oscillation autour de zéro.

I.’équation (25) donne ensuite

(27) e — 3¢’ + 26" =180°.

Les équations (26) et (27) expriment deux beaux théorcmnes auxquels
de Laplace doit rester attaché, car ¢’est lui qui les a démontrés le premi

En faisant $ == —  dans I'équation (24) et remarquant que z «
petit, d’apres les observations, on peut écrire

dt — dr dr
= = = ]
vC+28tcose  \/C+ 258 — &t x?

d’ot
. xr=Dsin(6¢+E),
en faisant
C+ 26
D=y /2
et désignant par E une constante arbitraire. On aura ensuite
(28) $=1—-3l+2l"=180"— Dsin(6¢t+ E),

en se bornant a considérer dans S I’ megallte qui provient des termes dt

ordre par rapport aux masses. La période 2 = T de cette inégalité est de 22

soit un peu plus de six ans.

Revenons maintenant aux equatlons (22), quisembleraient devoir do
inégalités tres considérables, si clles renfermaient réellement le
(n—3n" +2n "2, Mais la relation (28) donnc, D étant tres petit,

sin¥ =DNsin(6¢ +E)
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11. Réduction des inégalités périodiques des trois premiers satellites. —
Les relations (26) et (30) permettent de simplifier les expressions (19) des
inégalités provenant de R, et R,. On en tire, en effet,

n—aon'=—n'—an", 20— 2l'=180°+ ' — I,
! or 1 n
o — = -m Fcos(2!' — 21),
a 2 p—an'+| o]
v =—m'— " _Fsin(al'—20) = (I)sin(2l —20');
n—an'+| o
8'J——-i(mG—m"F’)——';’-——cos(l’—l)
. e a 2 n—an'+[ 1] ’
(D) .
30 =—(mG—m'F)——"  sin(l'— ) =— (M)sin({ = l');
n—an'+
9'”_ =—Lw _r — G'cos(!"— 1),
& 2 p—an'4] 2
o = ——— 2 G'sin('— ') = — (M) sin (L — ).

n—an'+| 2

Considérons les expressions précédentes de v, &' et 8" dans le cas des
éclipses; nous pouvons rapporter les longitudes 2 un axe animé d’un mouve-
ment de rotation uniforme, car son mouvement disparaitra dans les différences
l-— U et! — . Choisissons pour cel axe le rayon vecteur mené de Jupiter au
Soleil, en faisant abstraction de I’excentricité de la planete. Soient v, v’ etv”
les moyens mouvements synodiques des trois premiers satellites; nous aurons

d¢ = (I)sin(2vt—- 29"t + 2: —a¢'),
a¢' = - (Il)sin(ve —v'et+:—¢"),
30" .= — () sin(v'¢ — vt +¢ —e").

Concevons que ¢ et ¢’ soient nuls, ce qui revient 3 admettre que les deux pre-
miers satellites aient été en conjonction a I’origine du temps; en ayant égard a
la relation (27), on aura

v—avy=v—2v'=n, g" = go°,

et les formules précédentes deviendront

av = (I)sin(wt+ ve),
¢! = — (I sin(wt + v'¢),
"= — (Ill)sin(w¢ + "¢ — go°).
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Or, dans les éclipses des satellites, v¢, v’z et v"¢ + go° sont des multiples de
la circonférence; on a donc alors

dv = (I)sinwt, a¢'=— (11) sinw¢, 8v" = (1lI) sinwt.

Donc, dans les éclipses, &v, & et 8v” dépendent du méme argument w?, et la
période commune T de ces éclipses est

Ces résultats sont conformes aux observations qui avaient fait reconnaitre les
inégalités précédentes avant qu’elles aient été indiquées par la théorie.
Les inégalités (D) ont pour valeurs numériques

dv =+ 25',9sin(2!{—2!'),
d¢' =— 61,5sin({— '),
ov"=— 3,8sin(l—1").

SiI’on réfléchit a la petitesse des masses des satellites, on voit que, pour ob-
tenir des inégalités aussi importantes, il faut des conditions de commensurabi-
lité aussi remarquables que celles que présente le systeme de Jupiter.

12. Calcul de I’équation annuelle et de ’évection. — Ces inégalités répon-
dent aux deux dernieres parties de I'expression (14) de R,. Prenons d’abord

R,-= %n{a’e. cos(ly —w,);
la formule

de__ 2 OR

dt = na da’

déduite des formules (4) du Chapitre I, nous donnera

de 3n?

i =-- ‘{f‘l e, cos(l, —wy),
d’ou, en intégrant,
(31) Bv:—'-)T':—'e,sin(l, —©,).

Cette inégalité, qui est I’analogue de I'équation annuelle dans la théorie de
la Lune, est sensible, parce que le petit diviseur 2 a agrandi le coefficient et
aussi parce que l'excentricité e, de I'orbite de Jupiter est notable.

Prenons, en second lieu,

R;= %5 nlate*cos (2!, — 2w).
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Les formules (4) du Chapitre I donnent

2
% =— %5- %esin(zll——zm),
2
e%_—_ k—s%ecos(all—zw),
d’ou
dh 15 n} _wal .
E= G Wecos(zl,—m)_ " -;l—(kcoszl, + hsin 2{,).
dk _ nt n

(ksinal, — hcosal)).

=&
1%

15 .
— =— — Hesin(al,—w) =—
dt h n (3l )

1l convient de tenir compte des parties principales de R, et de R,, et, dans ce

but, de remplacer % et £ par leurs expressions (14) et d’intégrer en introdui-

sant les termes importants — [ o |k et + [ o |k des deux premieres des
équations (A). On trouvera ainsi les équations différentielles

(313

ni
T‘-Mcos(all—gt—@)+...,

dh o]
ar —[e)k= 5

dk 15 n? .
% +E’l = — Z ,—:M.Sln(all—gt-—ﬂ)—....

=

Il y a trois autres termes analogues, dans lesquels les lettres M, g et B recoi-
vent les indices 1, 2 et 3. En cherchant une solution particuliere de ces équa-
tions sous la forme

h=Asin(2l{,—gt—8), k=Acos(2l,—gt—pB),

on trouve immeédiatement
H M
"oan—g—[o]

apres quoi les formules (2) de la page 4 donnent

15
A— "
A

)

or 13 nt
—_—=— —Mcos(2l,—l—gt—B)—...,
5“ T P ) B
(32)
5 n}
do=—=— 12 ! Msin (2l —0{—gt—8)—....
f s n(am g _[o) AT

Ces inégalités répondent a I’évection dans la théorie de la Lune: mais il y en
a quatre au lieu d’une seule. La valeur (32) de dv est beaucoup moins forte que
la valeur (3r), parce que M est beaucoup plus petit que e,.
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13. Réaction de la libration sur les inégalités & longues périodes. —
Les relations qui lient les moyens mouvements et les longitudes moyennes des
trois premiers satellites résultent uniquement des attractions mutuelles de ces
astres; il importe donc de s’assurer que les actions étrangeres ne viendront pas
en troubler I’exactitude. Considérons en effet une inégalité a longue période
qui affecte les longitudes moyennes et qui soit due 2 une cause quelconque,
comme les déplacements séculaires de I'orbite et de I’équateur de Jupiter, ou
la résistance d’un milieu ‘tres rare. Soient

Asin(it + o), A’ sin (it + o), A"sin(it + o),
les termes qui en résultent directement dans les longitudes moyennes; la valeur

al Y e g . ,
correspondante de —7 sera — i*Asin(it + o). de sorte que, au lieu des équa-
tions (22), nous devrons prendre les suivantes

gt_:l — .'";"", Ksing — i} sin (i¢ + o),
(33) Z"Tfl = 3™ K sing — ¥ sin(it + o),
t—%‘;ﬁ: 2":1—,,":’ K sinS — ?A"sin (it + 0).

On en tire s

Ti = 8tsin® — (A — 32 + 2A")sin(it + 0);
soit posé, comme plus haut,
$=180"— .z,
il viendra, en confondant sinx avec z,

2
%Tf + 8z = (A — 3N+ 2d")sin (it + 0);

L'intégrale générale est
2
(34) z=Dsin(6t+E) + gr—s (A — 38X+ 2)") sin (it + o).

En portant cette valeur de « dans les équations (33) ou I'on fera sin$ =,

et intégrant deux fois, on aura les expressions suivantes, qui devront étre ajou-
tées aux expressions (19g) :

It S VAN V]
N :(). + 22K L& l.fi"g,“ )sin(il+o),

- < 3m” — 3N +aA"\ ..,
(33) o,l:(l’— 'Z,,ml()\ ‘31—;“)sm(tt+o),

" T h—3N4+2a"\ .
6,!:()’-&— 2;”,,’," K ;*t._-gsz >sm(u+o).
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La formule (34) donne d’ailleurs
L]
8,0 — 36,0+ 28,0 = ﬁ(l—ﬁ\’-%a).’)sin(it-i-o).
/2 . . v
Le facteur Z*l—_e* se réduit & zéro si I'on peut négliger i* a coté de 62; donc,
par le fait des attractions mutuelles des trois premiers satellites, les inégalités a

longues périodes de leurs longitudes moyennes se coordonnent de fagon a satisfaire
ausst & Uéquation (30) et cela avec une exactitude d’autant plus grande que la

v . ’ . 27T 9e o o, e . .
periode est plus longue. 1l faut que la période -~ de I'inégalité sin(iz + o) soit no-
tablement plus grande que 365’ laquelle est voisine de six ans, comme nous

I'avons dit plus haut.

L’équation annuelle est & peine dans cette condition, puisqu’elle a pour pé-
riode une année de Jupiter, soit pres de douze années solaires. Nous avons
trouvé dans ce cas, d’apres la formule (31),

ol

Il

37 .
— —,T"- e, sin({,— ©,).
On a donc
3= 3n, ar_ 3n, 3n,

—_—c g —e MN—=—_—e (= n,;
n 1y Il’ 1 Il” 19 19

I

de sorte que les formules (35) donnent

A— 3N+ 2V =—3en, <Ill — i, + 3;),

1 3 4 2
1 m'm" .n A
ol =—3n,e,\ - - K sin(l, — o
1 16\ , + a2 ni 6 (4 1)
1 3 4 2
] 3m'm_ n_ " n"
OWl'=-3ne,\ —=——=-K—— Jsin(l, — ®»,).
! YUY\ n! a'? n}—gt sin(4, 1)
1 3 + 2
S r—_3 1 amm’ K" nooon ). !
Qée&=—one ;‘_n+ g ni— ot sin(l, — o)),

en supposant n = 2n’ = 4n"; ces formules se simplifient et deviennent

3n m'm" 3K .
‘6,[:—-718,(14- at n:—_6,>sm(l,—ml),

3n, ( 3m"m
1\ 1=

N I_—-— -
(36) fo 0= le s

3K .
n:—_—g"> Sll'l(l, -— El),

!
< 3n l<'+mm 3K6,>sin(1,——a,).

2a"*  n}—
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Dans les autres cas, lorsque i* est beaucoup plus petit que 62, on peut appli-
quer les formules (35), en y remplagant i — 62 par — 62; il est inutile de reé-
crire les formules.

14. Compléments des équations (A). — Dans les seconds membres de ces
équations, nous attribuerons aux arguments u et u’ les accroissements

du—adp’'—dp, du'=128p"—3dp,

8p, 8¢’ et 8p” étant déterminés par les équations (21) de fagon  tenir compte des
grandes inégalités des longitudes moyennes. Nous trouverons aisément, en
remplagant &’ par u + 180°, dans les seconds membres,

3p=— gm( n g)'(FM+ ai,GM') sin(u—gt—pB)—...,

an'—n—

n

i ] al
ap'=3(,—> [m(GM'+ —FM)
an'—n—g a

’
+im’(F’M’+ %G'M”)]sin(u—gt—p)+...,

6P'=3m’ ._L__)’ G’M”—l—g,:F,M’ Sin(u——gt—ﬁ)_
2n'_n_g al e e
M+ WM +-EM"
du—= G —n—%) sin(u—gt—B)+...,
3
©7) Su! — — A&'M+ WM+ e’M"Sin(u__ ¢ —B)
- (an"—n—g)* g +een
ot I'on a fait
Y, P— § (m'n’+ _’;g- rnn") F,
2 a
W= 3mntF4 D 97('"’”'+4a—mn") G,
2a a .
4
€= 35 mnnG

(38) ,
' =+ 3%mn”F,

"
%I=+ 3mnllG + § (mllnlt_ 41/_'"!”"> FI’
2 a

! ”
e'=+§ Z—,; (m"n”— 4 %,- m’n”’) G'.

11 faudra ensuite remplacer sinu, cosu, sinu’ et cosu’ respectivement par

sinu + cos u du, ° cosu—sinudu,

—sinu — cosu du/, — cosu + sinudew’.
T. — IV.

[S13
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Les produits tels que cosu 8u contiennent I’expression
cosusin(u — gt —B)=— %sin(gt +B)+ isin(au —gt—pB).

Nous conserverons les termes en g¢ + ; nous trouverons finalement que les
équations (A) deviennent

% — o] k + [0, 11+ [0, 21"+ [0, 3] A"

_l
A

M +WM 4+ SM”

4
m'nF G —n—g)

cos(gt+fB)+...,

1
% — [ & +[1, 00k + [1, 2] k"+ [1, 3] &
!'lmG(J!,M+1|!,M'+ eM’)

(A)

4. =[

B [ K+ [, 0]k +[3, 11K + 3, 314"

1, A'M+'M 4 M
=Zmn"(‘:’ G —n—g) cos(gt+ ),

j (2] ' Al OIM? ' COS(gt-Fﬁ)
+[‘mF(dloM+'UbM+vM)]n——————(zn,_n_g),+...,

; "% - K"+ [3, o]k + [3, 1]k' + [3, 3] K" = o.

Nous n’avons pas écrit les équations en dk dk' arce qu’elles nous con-
P q '@’ P q

duiraient au méme résultat, celui que nous allons obtenir. Pour intégrer les
équations (A’), nous faisons comme précédemment

h=Msin(gt+3), M=M sin(gt+p), ey
k=Mcos(gt+fB), k'=M’cos{gt+ ),

En substituant et égalant, dans les deux membres de chaque équation,
les coefficients de cos (g¢ + ), nous trouverons les équations

(g — o] — %) M+ ([o, 1— ’%) M+ <[o, 2] — %’;3>M”+ o, 3]M" =0,
o | ( —[]- %)M’ + ([l,o]—- %)M + ([.,2]— %;—’)M’+[l,3]M"=o,
(g— - %},—’) M+ ([2,0] )M o+ ({2, 1] — S5 M+ [a, 31M7 =,

o

a? x?

(¢— [ ) M"+ [3,0] M+ [3,1] M'+ [3, 2]M"=o,
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ol nous avons fait, pour abréger,

x=2an'—n—g,
4A,0=m'nF, 4A,, 1 = m' nF, 4A,:=m'nFe,
4As o =m'n"G' A/, G4As,,=m'n"G' W', b4Ay ., =m'n"G' e/,
4A, 0 =(mGl + m"F'A')n',
4Ay,, = (mGW + m"F'W')n',
4A s =(mG2 +m"F'S")n'.

L’équation en g que I'on déduirait des équations (39 ), par I'élimination de M,
M, M” et M", serait d’un degré élevé; on la résoudra par des approximations
successives qui seront faciles parce que les quantités complémentaires A, ;
contiennent deux masses dans chacune de leurs parties, et parce que g differe
sensiblement de 22’ — £, de sorte que le diviseur z? n’est pas trop petit.

15. Compléments de M. Souillart. — M. Souillart a apporté aux formules
données par Laplace, pour représenter les longitudes des satellites, des complé-
ments notables portant principalement sur les grandes inégalités en 2/ — 2/,
¢ —letl'—I; ces corrections sont — g1”, + 186" et — 36" pour les trois pre-
miers satellites, en laissant de coté d’autres corrections moins importantes; on
voit donc qu’elles sont tres sensibles et qu’il est indispensable d’y avoir égard.

Sansreprendre tous les calculs, nécessairement longs et délicats, de M. Souillart,
je me propose d’en exposer les principaux résultats par une méthode qui me
parait assez simple, et qui apportera un controle utile dans une question impor-
tante. Disons d’abord que M. Souillart a considéré les termes des fonctions
perturbatrices qui dépendent des arguments

40 — 2l — 2w, 4l —al —w — o', 40 —2l —aw,
fU —2al'— 2w/, U — 2l — o' — w', LU —2l' —am”

que Laplace avait laissés de coté. Nous avons donné a la page 13 les expressions
des fonctions perturbatrices R,, R, R} qui contiennent les arguments précédents.
pertur’ : o g _ g P

Nous en déduisons immédiatement, parl'application des formules (4) du Cha-
pitre précédent,
de _

de —

o

dt

—ay esin(4l'—al —2w) + b, € sin(4l'—2l—w—w'),

= a,,ecos(4l'—2l—2w)—-b,, e cos(4l'—al—w—w') ;
d’ol
dh __
d_t —

tdi:f =—a, esin(§l' —2l —w) + b, ¢ sin(4!'— 2l —w'),

a, ecos(4l' —al —w)— b, €' cos (4l —al — w'),
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on bien, en remplagant 4/ — 2 par au,

%’ =a,, (kcosau + hsinau) — b, (k' cos2u + h'sinau),

:%r = a,, (hcos2u —ksinau) — b,,,(h' cosau — k' sinau).

. . R dh' dk' dh" dK”
On introduira, de méme, dans 0 a0 dr et Jr des termesen -

sin sin
e’cos(l;l”—zl’—m’), e"cos([;l’—al'—w”);

on pourra remplacer 44" — 2/, ou 2u’ par 2(« + 180°) = 2u. On trouvera ainsi
que les équations (A) de la page 19 doivent étre remplacées par les suivantes :

or — [0 ko+ Lo, (1K + [0, 21K+ [0, 3147

I . .
———;m’nFcosu + @y (kcos2u + hsin2u) — by, (k' cos2 u + k' sinau),

dk " v
™ [0 ] h—[o0,1]h'—[0,2]h"—[0,3]h

1 . . .
=+ m'nF sinu + a,,(hcosau— ksinau) — by (k' cosau — k'sinau),

d !
% — [ ] K +[1,0]k+[1,21,"+ [1,3]14"
:—én’(mG—m”F')cosu+(a‘,o+a,,,)(lr'coszu+h’sin2u)
— by o(kcos2u+ hsinau) — b, ,(k" cos2u + h" sin2 u),

(a) _%?4_ ] &' —[1,01h—[1,2]4"— [1,3]A"

I . .
=+;n’(mG —m"F') sinu+ (@y,,+ a,,3) (k' cos2u — k' sinau)

— by o(hcosau — ksinau) — b, ,(h" cos2u — k"sinau),

n
%‘— k"+[2,01k+[2, 1]k + [2,3]4"
= im’n"G’ cosu + a, (k" cosa2u + h"sinau) — b, (k' cosau + A'sinau),

dk” " ' ”
ar+ [2 ] r"—[2.0]h—[3, 1]k —[2,3]h

1 . . .
=— ;m’n”G’ sinu + a,,(h" cosau—k"sin2u) — b, (A' cosau — k' sinau),

% — Bk +1[3,0]k+[3,1]K +[3,2]k"=0,

dk” v__ _ ' "__
i+ (3] h"—1[3,0]h—[3,1]14 —[3,2]4" =0,




Voyons maintenant ce qu’il faut ajouter aux équations donnant

THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. 37

d*p
dir’

Nous trouverons sans peine

(b) |

% =...—3n [ao_,e’sin([;l’—nl— aw) — 2by €€’ sin (41 — 2l — & — w')
! ’
+ 2= \/;a,,oe" sin(.’;l’—al—gm’],
o mya
-d—g-:.. .y
oo
qE =

Cela posé, nous allons chercher une solution particuliére des équations (a),

sous la forme
h = B’ sin u,
k' =B, sinu,
(40)

h" =B} sinu,

h"=o,

k =B, cosu,
k' = Bj cosu,
k" = Bj cosu,

k"= O.

Cette forme est possible parce que ’on aura

kcos2u + hsin2u—

B, cosu,

hcosau — ksin2u —— — B, sinu,

de sorte qu’en substituant les expressions (40) dans les équations (a), on aura,
dans tous les termes de chacune d’elles, sinz ou cosu en facteur. On trouvera,
en égalant a zéro ces coefficients de sinu et de cosu, et tenant compte de la

valeur 2n'— n de %,
(n—2n"+ 0|+ @0,4)Bs— ([0,1] + bo,1) By — [0,3] B} = = m'nF,

(" —an'+ El +ay,0+ am) B, — ([1,0] + 4,,0)B,

) (41) I
— ([1,2] + b,,9)B; = 3 n'(mG—m"F'),

(n—2n'+[2 ]|+ as,1)B; —[2,0]B,— ([2,1] + b,,,)B’,:.—-im’n'G’.

Les valeurs de B,, B), et B; différeront peu des suivantes

1 m'nF
B’= - ’
2 n—zn’+E]-§-a,,.l
, 1 n'(mG— m"F')
(42) (By= 3 , ’
n—an'+[ 1 |+a;,+ay,
” 1 m'n" G’ )
By =—- 5
2 n—ﬁﬂl-}'lzﬂ-a’d
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les petites corrections 4 apporter aux valeurs (42) de B,, B, et B; se déduiront
aisément des formules (41) par la méthode des approximations successives.

Arrivons maintenant au calcul du complément de p d’apres I’équation (5).
Nous avons, d’apres ce qui précede,

h —=e sing=B, sin(al'—I)+ M sin(gt + )+ M,sin(g, ¢t +B1) +...,
k—=e cosw =B, cos(al'—{)+ M cos(gt +p)+...,
h'=¢' sinw’'=B, sin(2/'— ) +M'sin(gt +p) +...,
K=c¢'cosw'=Bj cos(al'— 1) +M cos(gt+pB)+....

On en déduit sans peine, en négligeant les carrés et les produits des quantités
M, M., oo M,, oo ey

e sin(2l'—l—w) =M sin(2l'—l—gt—B)+...,

e sin(al!l —l—w')=M'sin(2l/—l—gt—B)+...,

etsin(4l'— 2l — 2w) =aB,Msin(2l/—l—ge—8)+...,
ee'sin(fl!—2l—o—o') = (B,M' + B,M)sin(2l —l— gt —B)+...,
et*sin(4ll—2l—2w') =2B,M'sin(2l—{(—gt—38)...,

et, en substituant dans I'équation (b), il viendra

i%g =...—6n [ao,, B,M — b,,(B,M'+ B, M)
N
+ '—n—\/a_—a,_oli',l\i’] sin(2l'—l—gt—B)—...;
my/a
d’ol
6n ' '
AP: (QT.[—::’.)—’ [ao" BgM-boJ(B’)l +B’ M)
(43) ° >

! ! .
4 Ve a.,,B;M'] sin(2ll — [— gt —B) —....
my/a

Les termes non écrits se rapportent aux racines g,, g,, g, autres que g.

On trouvera de méme Ap’ et Ap”; mais nous n’insislerons pas sur ce point qui
ne présente plus de difficulté.

M. Souillart, a qui j'avais communiqué la solution précédente, m’a fait
observer que la méme méthode permettrait de tenir compte des termes des
fonctions perturbatrices qui ont pour arguments

6l'—3l—3w, ..., 6I'=3l'—3®w,

On trouve, en effet, que, pour avoir égard a ces nouveaux termes, il faut com-

| SR,
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pléter les équations (a) comme il suit,

% —[[o ]k +I[o,11k'+[o0,2] K"
— [3E(K— ) — 2 F (kK — hh') + Gk — K)] cos3u
— [6Ekh — aF(kh + hK') -+ 2GK A'] sin3u,
A ] +[n0lk -+ [1,a]4"
=4 [3E' (k" — k") — aF' (K'K" — KA") + G' (K" — A" )] cos3u
4+ [6E' KK — 2 (KK + K k) +2G k" K] sin3u

+ '"‘/‘—’_ { [F(k*— h?) —aG(kk' — hR') + 35(Kk'*— h'*)]cos3u
leal

+[2Fkh — 2G(kh'+ hKk') + 65K k'] sin3u},

d [
7’:._[:2 K"+ [ 2,01k -+ [2,1] k'

—_ m'y/a’ { [F(K*—R*)—aG' (K'k"— R h") 4 35 (K"*— k"] cos3u
m'\/a"

+[aF KR —aG (KR"+ R K") + 65 K A"} sin3u};

les quantités ¢, &, ... sont des fonctions des masses et des grands axes, que
nous n’écrivons pas pour abréger.

En cherchant la solution particuliere des équations (a) complétées ainsi,
sous la forme (40), on trouve que les quantités B,, B, et B, seront déterminées
par les équations suivantes

o —=(n—an'+ 0]+ a0.) By — ([0,1] + bs,1) By — [0,2] B — % m'nF
— (3&B! —29B,B, + ¢BY),

°=(" —an'+ E] + a,,°+a,,,)B',— ([1,0] + ,,0) B,y
— ([1,2] + b,.4)B5 + i n'(m'F'—mG)

+ Ve gps —2GB,B,+ 358B}) + 3C'B? — 2§'B, B, + G'BY,

m'\/a

o=(n—an'+[3 ]+ ay,)B} — [3,0] By — ([3,1] + b,,) By + = m'n" G’

I !
_mva (3B~ 2G'B, B, + 35'B}}).

m"ya"

Résolvant la premiére de ces équations par rapport a B,, la seconde par rap-
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port a B, la troisizme par rapport 4 B], et posant

) m'nF

6’ = - 9
2 p— 2n’+[z]+a.m

g I n(m"F —mG)

1 =" ’
2 p— 2’!’+ E+al.o+al,i

m'n"G’
8, =

1
-_— b
3 n—nn’+i 2 | + ay,

puis réduisant en nombres, M. Souillart a trouvé

“ t B, =8, + (2,26784 ) B, + (4,78850) B}

+(2,46623) B} — (32,93619) B, B; + (3,80228) B},
B, =8, + (2,06801) B, + (2,57998)B;
(45) — (2,44032) B} + (3,90247) B, B, — (1,077 14) B
+(1,25115) B, B; — (1,11835)B?,

(46) ’ B}, =6, + (5,03857) B, +(3,92484) B,
+ (2,29503) B’} —(32,76429) B, B, + (2,62898)B’2.
On a d’ailleurs
6, =(3,59620), 6, =—(3,95926), 6, =(4,79357).

Les équations (44), (45) et (46) se prétent parfaitement aux approximations
successives. Si, dans leurs seconds membres, on fait

B,—6, B,—6, B,=6
on trouve ces nouvelles valeurs
B,=(3,57750), B, =—(3,95502), B} =(4,73674)-
En substituant ces derniéres valeurs, on obtient
B, =(3,57862), B, =—(3,95682), B’ =1(3,73872),

d’ou résultent les inégalités suivantes dans les longitudes des trois premiers
satellites,

1563 sin(2! — al'), —3735"sin({ = 1), 226" sin (" —1')
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M. Souillart avait trouvé d’abord par sa théorie compléte, en considérant les
termes auxquels nous avons eu égard autrement, les coefficients

15617, — 3737, 2267;

I'accord est donc tres satisfaisant; les nombres de Laplace, pour les mémes coef-

ficients, étaient
1634", — 3860", 262";

ces valeurs de Laplace supposaient

m'nF 1 ' (m"F—mG) B — m'n"G'
—- =

1 1
r___mn»r¥ | — nim ' —mu) r__mnrnh
2n—an'+[ o] ! 3n——2n'+lI]’ 2n—an'+[2 ]

Les termes considérés par M. Souillart ajoutent de l1égers compléments aux
équations (39); mais nous ne pouvons pas insister sur ce point.

En terminant, nous ferons une remarque sur le calcul des inégalités pério-
diques, tel que nous I’avons présenté au commencement de ce Chapitre. Consi-
dérons, pour fixer les idées, la portion suivante de la fonction R,,

B’:

3 at
R, = 3 m' n? o ecos(l'—w);

on en tire
de

3 at
—_— =—-m'n —sin(l' — &
dt 2 a'? ( )s

dm 3 a?
¢ =+ m'n o cos(l'—w).

Si nous voulons en déduire e et e 8w, il convient d’avoir égard a la variation

de @, comme on I'a fait pour la méthode de Poisson dans le cas de la Lune. Or,

d’apres la formule (9) de la page 19, la partie principale de ‘—;? est égale

a o 3 il viendra donc

: .
de = 3 m'n g,; cost (.l__m_),
R

3 at sin(l' —w)
edw=-m'n o; ———.
S T

On en déduit
| 2 i ! ? WA
(47) 6h=§m’nﬁ,;__s_ﬂ‘_l_, 3,(___§m,"a_’!. cosl
? @ ,,"_ 2 a ”'—— 0
tandis que nous avions trouve (p. 17),
3 a? sin/ 3 at cosl
’ — 2, & S0 S oty & C0sE
(18) Sh= Smnom = ok 3 l{l nom

T. — 1V, 6
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Ces dcux systemes de formules sont en désaccord. Auquel doit-on donner la
préférence? C’est au groupe (47); en effet, nous avons trouvé les formules (48)
en partant des équations

dh _ 3 m'n @ cosl’ dk __ 3 m' @ cosl';

dt ™~ 2 a?* dt — 3™ " qn o8ty
or, il sera plus exact de tenir compte du terme séculaire le plus important en
prenant

2
dh E/. = 3 m'n i,-, cos/l',
a

a? ,
T + [Ilh_-— ~m n—m sin/'.

Ces deux équations sont vérifiées identiquement par les expressions (47);
ainsi, les deux procédés s’accordent maintenant. Nous avons omis la correction
précédente dans les inégalités a courtes périodes parce qu’elle serait tres faible ;
on pourra du reste en tenir compte facilement si on le juge a propos.
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CHAPITRE III.

THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — INEGALITES SECULAIRES
DES NGEUDS ET DES INCLINAISONS.

16. Formation des équations différentielles. — Nous partons de I’expres-
sion (15) du Chapitre I, pour la fonction perturbatrice R;. Les équations

d? _ dn; 2 db dR;

" a T 8 A

donnent sans peine (')

() ';%? = (0,1)9' sin(9 — 6') + (0,2) 9" sin (0 — 6”") + (0,3)¢" sin (6 — 6”)
~+ [0] ¢y sin(8 — 6,) — (o) w sin (6 + ¢),
(2) ?%=—} o |q>+(o,z)cp'cos(6——6,)+(o,a)qv”cos(6—0”)
+ (0,3)¢” cos(6 — 6”) + [0] 9, cos(0 — 6,) — (0)w cos (6 +¢).

do' L9
dt ’ b ‘w’
II nous reste a calculer la position de I’équateur de Jupiter a une époque quel-

On aurait des formules analogues en

(1) La formule (2) montre que la moyenne de :—5? est égale 8 — [ v | ; d'aprés la formule (g) du

Chapitre 1I, la valeur moyenne de %‘f est égale & + [ o |, do sorle que ces doux quantités sont

égales et de signes contraires, ce qui est un résultat intéressant. Je profite de ’occasion pour réparer
un oubli commis dans mon Tome III, & la page 147. Préoccupé de retrouver les inégalités périodiques
causées par I'aplatissement de la Terre dans le mouvement de la Lune, j’ai omis de parler des inéga-
lités séculaires correspondantes de @ et de 0. Elles ont été remarquées pour la premiéro fois par Han-
sen, qui les a calculées. M. G. Hill a confirmé ses résultals et trouvé —+ 6*,8201 et — 6”,4128 pour
les mouvements annuels du périgée et du nceud.
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conque, en tenant compte de I'attraction du Soleil et de celles des satellites.
Les formules (1) (t. II, p. 427) nous donnent, en n’ayant égard qu’aux termes
séculaires,

(3) do __+ oU 4y v dU
dt ~ iCsine 9y’  dt —  iCsinw do’

ou i et C désignent la vitesse angulaire de rotation de Jupiter et son moment
d’inertie polaire. Ces formules, établies pourla Terre troublée par la Lune, sup-
posent que la longitude du nceud descendant de I’équateur est égale & — ¢;
c’est bien ce que nous avons admis pour Jupiter (p. 6). D’autre part, les for-
mules (1) (t. II, p. 405), donnent, en désignant par A et B les deux autres mo-
ments d’inertie principaux, et par s la distance du satellite au plan de I'équateur,

3 . 5?
U=— me(z(,—:\—B) 7

[ 2,3 s ) g
d’od,, en remplagant / par na’, et ~ (p. 6) par
s—sy=osin({—0) + wsin({+¢),
et ne conservant que les termes indépendants de /,
(4) Uz—g(2C-—A—B)mn’[qa’+co’+2qamcos(9+qa)].
Il faut aussi tenir compte de I’action du Soleil, ce qui donnera

-2
v=_23 n{a{(aC——A—B)-;—:.-,

4

ou I’on aura
2'. =g, sin(l, — 6,) + w sin(f + ).
1

Il viendra donc
(5) U=— 3 n1(aC— A—B)[9} + '+ 29,0 cos (6 -+ $)].

En faisant la somme des expressions (4) et (5), et la portant dans les for-
mules (3), on trouve

do =3 2C—A—B [#} 9, 8in(0, + ¢) + mntesin (0 +¢) +...],

dt —° 7 4iC
d —A—
® %— =3 ZC—!;‘:—E [7} w +nlg,cos(0, +¢) + mnr*w +mnpcos(0-+-¢) +...],

ou les points représentent les termes provenant des autres satellites.
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Posons maintenant

@=5254 . @=sgA=D wins.

(@:330_.;‘_“11{. O=@+(D+‘@+@+®’

et nous pourrons écrire

dw
dr

' mj—"l’:@cp.cos(e'+v.'g)+Ow+@9c05(6+¢)+@q>’cos(6’+q»)+....

=@ q:sin (6 +¢) + @ ¢sin (0 +¢) + D) ¢'sin (& +¢) +. ..,
(7)

Nous avons donc maintenant, pour déterminer les dix inconnues
P (PI’ ?'y ?', w3 6, ¢, 6", 6°, 4'.
les deux équations (1) et (2) etles six équations analogues, enfin les deux équa-

tions (7).

{7. Changement de variables. — Adoptons les variables employées par
Lagrange dans le cas des planétes (t. I, p. 171),

) g—

p=¢sinb, P =¢'sind, RN PY= wsiny, @ = o, sinb,,
g=¢cosl, ¢ =¢'cost, ey gV =—wcosy, Q= g,cosb,;

(8)
et nous trouverons sans peine les équations

% +[0]q —(0,1)g'— (0,2) ¢"— (0,3)¢" — (0)¢" =+ [0] 2,
%% — [ ]p +(0,1)p'+ (0,2) p" + (0,3) p" + (0)¢"'=— [0] ¥,
%+Eﬂq’—(-,o)q —(1,2)¢"— (1,3)g"— (NP =+[1]Q,

«© < B TP+ (1,0)p + (1,3) P+ (1,3)p"+ (P =—[1]9,

d 1w

B ®1-O7 @7~ @+ O =+
da™ )

.I %+®p+®Pl+@pr+®p'__oplv:_®g’

Les quantités ¢ et 9 qui fixent la position de 'orbite de Jupiter par rapport
au plan fixe, 2 ’époque ¢, sont des fonctions du temps qui restent tres petites
pendant plusieurs siecles, et dont nous donnerons les expressions plus loin.
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Nous allons intégrer d’abord les équations (9) en faisant abstraction des
seconds membres; nous aurons alors un systtme de dix équations linéaires

simultanées, a coefficients constants. Leurs intégrales générales seront de la
forme

P =N sin(bt +y)+ N, sin(byt +y,) +...+ N, sin(bit +y,),
P =N sin(bt +y) + N|sin(byt +y,) +...+ N, sin(b, ¢ +7,),

PY=N"sin(bt + y) + Ny sin(byt + ) +.. .+ N¥sin(b e 4+ 74);
7 =N cos(bt+y)+ N, cos(bt+y,)+...+ N; cos(byt +,),
q' =N cos(bt+y)+ Nj cos(byt+y,)+...+ N, cos(bt + ),

(10) {

q"V=N"cos(bt +y) +Nycos(byt+y,)+...+ Nycos(b,t + )

ol les N, y et b sont des constantes. En écrivant que ces expressions vérifient
les équations (g) privées de leurs seconds membres, et égalant a zéro les
termes d’argument b¢ + y, on trouve les relations

— (b (o] )N =+ (0,1)N'+ (0,2) N"-+ (0,3)N* + (0) N = o,
(11) (10N — (b + [T )N+ (1,2) N+ (1,3)N*++ (1) N" = o,

......................................................

\ ON+ON+@OQN+@N —(6+ )NV =o;

si 'on élimine entre ces cinq équations homogenes les cinq quantités N, N’, N”,
N” et N, on obtient I’équation

—(6+[27) (©,1) (0,2) (0,3) (0)
(1,0) —(6+[1) (1,2) (1,3) (1)
(2,0) (2,1) —(+=1) (2,3) (a) [=o,
(3,0) (3,1) (3,2) —(+31) (3)
® ® ® ® —(®+0O)

qui est du cinquitme degré, et qui a pour racines b, b,, b,, b, et b,. Les rap-
ports

Ty " L4 "1V
(13) % =d, i =q, %— =0q”, I\T\— =q"

seront déterminés par quatre des équations (11) qui seront des équations du
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premier degré relativement aux inconnues o', ..., 6. On aura de méme

— (b, -+ E )N1 + (0,1)N] + (0,2)N] + (0,3)N7 + (0)Ny = o,
T TR I ,
@N, +ON, + @N; + @N]— (5, +(O) Ny =o,

ce qui déterminera les rapports

=g, N, = 3, N, = av.
Finalement, il restera les dix constantes arbitraires
('!‘) N, Ni, Ny, N3, Ngs Vs F1s Y2r Y35 Yse

Les équations (10) donneront donc bien les intégrales générales cherchées.
On démontrera, comme on I’a fait pour les inégalités séculaires des planéetes
(t. I, p. 411), que I'équation (12) a ses racines réelles et inégales.

18. Intégration des équations (g9) avec leurs seconds membres. — Nous
ferons, pour plus de symétrie,

| P= [0]2, P'= [1]2. P'= (D,

(15) A
[ Q =-—[o]¥, Q' =—[1]9, QV=—{g4.

La premiére chose a faire est de connaitre les expressions de ¢ et de 9 en
fonction du temps. Nous choisirons pour plan fixe le plan de I'orbite de Jupiter
a ’époque zéro. La théorie des inégalités séculaires des planétes donne, relati-
vement a I'écliptique de 1850, les valeurs de ¢ et de 9, que nous désignerons
pour plus de clarté par @, et 9 ,, sous la forme

‘f,_—:ESsin(st+g), : ,::ZS cos(st +g),

ou les signes 2 comprennent autant de termes qu’il y a de planétes, soit huit;

les S et ¢ sont des constantes, et I'on sait que les valeurs des s sont tres petites.
Relativement a I’écliptique de 1850, la position de I'orbite de Jupiter a I'époque
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zéro sera déterminée par les formules

‘1‘,.—:28 sing, Qozzscoss;

la position de I'orbite de Jupiter a I’époque z, rapportée a la position qu’elle
occupe a I’époque zéro, sera déterminée par les formules approchées (t. I,
p- 345),

On aura donc

=0, —9%, 2=2,—2..

s ¢P:2$[sin(se =+ ¢) — sing],
(16)

’ Q:ES [cos(st +¢) —cosg].

Les formules (15) et (16) déterminent P, P', ..., Q, Q’, ... en fonction de z.
Nous conserverons les expressions analytiques (10) pour exprimer les inté-
grales générales des équations (9) avec seconds membres, mais en y regardant
comme variables les dix constantes arbitraires (14). La nouvelle expression

d ’ b A . ’
de 7’: sera égale 4 'ancienne, augmentée de

U+ Uy + Uy + uy + u,,

en posant, d’'une maniére générale,
dN; . d
(17) u; = Tt, sin(b;t+ y,)+N,-7{};-'cos(b,~t+*/;).

Mais ’ancienne expression de %,Z” ajoutée a
g — (g —...~(0)q"
donnait et donnera encore un résultat nul identiquement. Il viendra donc
U+ U+ g+ uy+u, =P,
La troisieme des équations (9) donnera de méme, en ayant égard aux rela-
tions (13),

cdu+oiuy+...+ou,—=P.

On aura, d’autre part, des résultats analogues, relatifs aux quantités ¢, en
faisant

dN dy; .
(18) "[ITtlcos(b;l-{-yi)——Nl-(-{{Sln(b,'t-l-‘/'),
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de sorte que I'on obtiendra cet ensemble d’équations :
Uy ug+u;+u,—=P; e e ey 0, =Q,

(19) ‘( g u+oyu oyl +ayus+ou, =P’ o4 ge+die,+a e+ ey =Q

Pour résoudre ces équations, il est nécessaire d’établir quelques relations
préliminaires.

19. Formules préliminaires. — Posons pour plus de clarté

(20) ¢ m_ m' o m" w_ m" v % —ix 4iC
= —) = — = — = —— = - - ’
na n'a n'a’ n"a” na® 3(2C—A—B)

et nous trouvons aisément les relations suivantes, en nous reportant aux for-
mules (2) et (r0) du Chapitre I**, et (6) du Chapitre actuel,

(0,1)c = (1,0)c’; (0,2) ¢ — (2,0)c"; cey (@ c=0)c","
(21) ‘( (1,2)c' = (2,1)¢"; cey (l)c’:@c"’,
En admettant pour les constantes 2‘:_(/.\———“ et i les valeurs de Laplace, on

peut calculer les constantes ¢, ¢, ¢”, ¢” et ¢™.

Cela posé, si I'on élimine [ o ] cntre les premieres des équations (11) et
(11,), puis entre les secondes de ces mémes équations, puis entre les troi-
siemes, etc., on trouve

(b—0b)NN, = (0,1)(N'N;— N, N) 4 (0,2) (N'N, — NIN)
+(0,3)(N"N; —NIN) + (0) (NN, — N¢'N),
(6—b)N'N, == (1,0)(NyN — N'N) + (1,2)(N; N — N'N})
+ (1,3) (NN — N'ND) + (1) (N, NY— N'Ny),
(b—b,)N'N" = (2,0)(NN] — N"Ny) + (2,1) (NN, — N"N})

+ (2,3)(N"N7 — N"N7) + (2) (N'YN] — N"Nt),

(b—b,)N"N7 = (3,0)(NN] —N,N") + (3,1)(N'N7 — N"N})
+ (3,2) (N"NT — N”NJ) + (3) (NNy — N"NY),

(b—b)NYNy = (@ (NNy¥ — N"N,) + D(N'Ny —N"N,)
+@(N'Ny— N"N) + @) (N"Nv — NVNY).

En multipliant ces cing ‘équations, respectivement par c, ¢, ¢’, ¢*, ', ajou-
T. — 1V. 7
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tant, et tenant compte des relations (21), on trouve que les seconds membres
donnent une somme identiquement nulle et il vient

(b —b,)(cNN; + ¢'N'N| + ¢"N"N| + ¢ NNy + ¢"N"*Ny) =o.

On peut supprimer le facteur b — b, différent de zéro, et 'on obtient 'une
des relations contenues dans le type général

NN, + ¢'NLN, + ¢"NZN?+ " NoN7+ ¢ NYNw = o,

ot les indices r et s peuvent recevoir les valeurs o, 1, 2, 3, 4 sous la condition
rZs. En divisant par N,N,, et introduisant les quantités &', il vient

(22) c+c'oa;+c"olos+ c"ar o) +cVal'al —o.

La résolution des équations (19) est maintenant facile : en les multipliant
par des facteurs convenables, et tenant compte de la relation générale (22), il
vient

u :.,P +flPl +fllpll+fﬁpl+flvplv’ ¢ _fQ +lel+f’Q'+f.Q. flVQlV
“|=flp +f’1 Pl+fﬂpl+f”l)l'+f|vplv "l=f‘lQ +f'lQ +f'0ﬂ+f| Q.+fva|V

......................................

u,_.f,P+f;P’+f‘P’+f5P"+f;"P"' W=AQ+7fQ + Q"+ 1 Q"+f"Q"

(23)

ol l'on a posé

c c'e c"g"
sf—0+c’a"+c o " flsz’ S = p S ’

(2[;) f c f, _ c/c;f . c"o'; p
' ' L+C,U"‘+C”a’;’+c”°-';’i+cl\'°,llu’ 1= Jo 1= 1) veey

On a maintenant, d’apres les formules (17) et (18),

dN; sin .

AN Sy _ u;cosb;t — ¢, sinb; ¢,
dt

dN; cos .
‘dt—ﬁ = u; sinb;t + ¢;cos ;¢

de sorte que I’on tirera des équations (23),

dN;tiny = (SP+S'P+f"P" + f"P" + f1¥P"V) cos bt
—(fQ-/'Q+/"Q"+/"Q" + [V Q"Y)sin b,
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dN:fsy = (fP+[f'P'+[f'P"+f7"P" + fP")sinbt
+(fQ+S'Q+f"Q"+f" Q" + Q") cosbe,
dN.;:ny. = (AP+/fiP' 4. .+ f'PY)cosb, ¢

—(iQ+ /1 Q' +. ..+ fI'Q") sin b, ¢.

.............................................

En remplacant P, P', ..., Q, ... par leurs valeurs (15) et (16), f, /', .. . par
leurs expressions (24), on trouve

dl\::"r = % ZS[COS(-"-FC—M) — cos(s — b)),
dNcosy _ . . .
(25) { at == ZS[SII’I(St+g—bt) — sin(g — &¢)],
4N, si
h 4;1tn}‘1 = %.ES[cos(st +¢—b,t) —cos(s— by2)],

ol ’'on a posé

__[ole+[1]c’'d’+[2]c"a"+ [3]c" 0"+ ®erar

at’ c + Cldlz-i— C”U”!"— cmo.nz+ cl\'gl"
(26) 1 5 [o)lc+[1]c'a\+... + () ey
2o = 7 [}

c+c'gt4. ..+ Vot

...................................

20. Résolution des équations (19). — On peut effectuer immédiatement les
intégrations dans les formules (25), et il vient, pour les variations éNsinvy, ...
de Nsiny, ...,

N siny =% ZS LS'" (si’:gb— be) , sin (gb— b‘)] ,

[cos(st +¢--bt) cos(s— bt)
-+ )
s—b b )
sin(st 4+¢—b,t) sin(¢—b,¢)
— + ’
s— b, b,

....................................................

oN cosy = 2% ZS

—

o
Z
z
=
=
l
&t
w

On aura ensuite, d’apres les formules (10),

dp =sin bedN cosy + cos bt dN siny + sind, ¢ 3N, cosy,+. . .,
dg = cos bt 3N cosy — sinbt dNsiny + cos b, ¢3N,cosy,—. . .,
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et 1l en résulte

s )0 %, Gy Ny Gy
o= B (T T ) S )

LY I, Iy Jos Jo
+25(-,—'- +—E+-E+-E+ b,

)smg,
(28) « ! o * I, ] !
2 (_E’ @) oy + 7y Yo, + 7,7 + 7, % )sln(ct+g)

s—b T s—b,  s—by s—by s—0b

7 a’y G, Gy s gy Iy ay Iy
+2‘.S(—,, i e e v

............................................................

Les g, 8¢', . .. s’obtiennent en changeant les sinus en cosinus. Les expres-
sions précédentes peuvent se simplifier un peu; on doit avoir

5% %, oy |, Foy My _
b b, by b, . = —h

(29) jo o @y 9N
' b b, B by = by b, !

............................................

En effet, dans les expressions (28), les termes en sing et cosg constituent une
solution des équations (1) dans lesquelles les seconds membres sont réduits a

—[o]EScos;, -+ [o]ESsing, —[r]ZScos;, + [1] EOSsing,

Or, cette solution se trouve immédiatement sous la forme
p=— ZS sing==p'=p"'=...,

//:-_-—ZScosg;:q’:::q”:...;

car, en substituant dans les équations (9), il vient
I[o]+ (0) +(0,1) + (0,2) + (0,3) — [0 ]} ¥ Seoss =o,

JLr T+ () 4 (1,0) + (1,2) + (1,3) — r__l_HZSCOS;:o,

Or, ces conditions sont vérifiées d’apres les formules (10) du Chapitre II. En
comparant la solution précédente, qui doit étre unique, a la partie constante de

la solution (28), on obhtient les relations (29).
Il est facile d’exprimer maintenant les latitudes A, X', A", A" des satellites
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au-dessus du plan fixe. On a, en négligeant I’excentricité et les perturbations

de la longitude,
A=singsin({—6) =g sinl — pcosl.

Il en résulte, avec les expressions précédentes de p et de ¢,

/ l:ZN Sin(l—ht—y)+2$ <,-F)Bb+"'+s i)'(,‘b )sin(l——st—;)
s— — b,

—zssin(t—g),

3 ¥ o
(30) N=FNsin(r—bi—7)+ B8 (25 4+ BT s —)

s — s— by

—ZSsin(I’—g).

.................................................................

Soient A, A’, A”, A" les latitudes des satellites, rapportées a 'orbite de Ju-
piter pour I’époque z. On aura

A—l:‘Pcosl—Qsinl:ZSsin([—;)—ZSsin(l—st—-g),
d’ou
. )6
A ZZN Slﬂ(l—bl—y)-l—zs(;_—b‘-i-...‘f‘—-b-:—l

’ !
A’:ZN’siln(l’—hf--7)+ZS<}£;- +...+:‘3% —|>sin(l’——st—g),
- — s

(3r1)

" "
}\':ZN'Sin(l”——bI—'/)—f—ZS(: )t;)++- :“)r;: —1
- — o

A':zNﬂ'sin(l'_ I;t—y)+2$<.:’_3% -+ :5’7{1’; —
- §—=0,

21. Détermination des constantes arbitraires. — Soient

’ ” "
Pos oy Pur Por Wos

B0, 00y 95 5 o

les valeurs des inclinaisons et des longitudes des neeuds a I'époque o, rappor-
tées a la position correspondante de I'orbite de Jupiter;

Pos Pos v PS5 Gos Gor --er q%

les valeurs que I’on en déduit par les formules (8). Les expressions générales
de p, q, ..., p"etgqg s’obtiennent en faisant les sommes des expressions (10)
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et (28). Faisons-y ¢ = o et

Nsiny ==, Nysiny, = 2, e Ncosy =y, Nycosy; =1 eeed
X =’)°+Es<ba—i’s+"'+b?t:s+') sing,
X'=py+ B8 (7 +ot 22 1) sing,
Y-q.}+2$(h+ +b)~t:v+l>cosg,

! s
Y’:qa+25(;)"_x’e+ +Z:f" +n> coss,

et nous trouverons les équations

T + T +...+ .2‘5=x, .7+ y|+...+ "V‘:Y,
dr+oyz,+...+ad,x, =X/, dy+oiryi+...+a =Y,

(32)

oV + oz +. ..+ oYz, = X", Y+ oy . Yy =Y

Ces équations sont de la méme forme que les équations (19), et se résoudront
de méme. On aura donc

x =N siny =X+ X'+...+f"X¥,
=N, siny, =fiX +f,X'+...+ f*XV,

Yy =N cosy =fY+fIY,+-:-+f"Y",
N :Nl COSY|=f|Y+f"YI+... ‘i‘f"' YIV’

.......................................

22. Remarques relatives & l’ordre de petitesse de divers coefficients.
— Il convient de donner une indication sur le calcul numérique des racines b,
by, .... b,. On voit a priori que I'influence du déplacement de I'équateur de
Jupiter sur les déplacements des orbites des satellites est faible, de sorte qu’au
lieu de I’équation (12), qui est du cinquieme degré, on peut considérer cette
équation du quatrieme degré :

_(b+)’ (0,1), (0,2), (0,3)

(3,0), 3,1, (3,2), —(6+[3])
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L'inspection des valeurs numériques des quantités [ ¢ | et (7, 7) montre
que les premieres sont beaucoup plus grandes que les secondes, de sorte que,
dans un premier calcul d’approximation, I’équation précédente se réduit sensi-

blement 2
(e+[0) 6+ (6+12) (6+ [3]) =o.

On a donc ces valeurs approchées

b:—l_-—g_], b,:—m, b,:-—-lzl, by=—[37].

La suite du calcul montre que ’approximation est déja au moins de ;55 pour
les trois premiéres racines et de ;; pour la quatrieme. En partant de 13, par des
tatonnements successifs, on trouve aisément des valeurs précises des cinq ra-
cines et des vingt quantités ¢{". Voici les valeurs obtenues par M. Souillart pour
les racines :

b = —0°%141 0919, by —= — 0°,007 021 5449,
b= — 0°033 0119, by = — 0°,001 goo 639,
b, = — 0°,000 002 185.

Ces valeurs sont exprimées en degrés sexagésimaux et rapportées au jour so-
laire moyen pris comme unité de temps. Voici, d’autre part, les valeurs de S, s
et ¢ empruntées a Stockwell; 'unité de temps est la méme que pourles &; les
coefficients S sont exprimés en secondes sexagésimales, et nous donnons leurs
logarithmes :

Indices. logS. s. <.
0...... 0,71531n —0:000003 898 al? 6.27
1...... 0,293 06 — 0,000 005 013 132.40.58
2..... 1,714 10n — 0,000 013 228 292.49.53
F: TP 2,171 76n — 0,000 014 000 251.45. 9
4.... . 3,75756 o 106.14.18
8...... 2,393 39 — 0,000 000 503 20.31.25
6...... 2,25861 — 0,000 002 218 133.56.11
7...... 3,113 80 — 0,000 019 724 306.19.21

On observera que le coefficient S,, le plus grand de tous, disparait des expres-
sions (16) de ¢ et de 9, parce qu’il répond a la racine nulle s,. Je me contenterai
de donner la valeur numérique de A, a laquelle parvient M. Souillart, en me
bornant aux dixiémes de seconde d’arc,

A= 5%,5sin(l — bt — y) + 33",0sin({ — by t —y,) + 3", 9sin(l — by t — y,)
— 17,4 8in (I — byt — y;) + 308",3sin(l — byt — y,)
+ 1", 8sin({—st—¢)—3"5sin({—s,t—¢)+ 74", 0sin(l— szt —g)
—12159",28in({ — s¢ t — g5) — 1461", 4 sin(l — 57 ¢ — 7).
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Le coefficient énorme de I'avant-derniére inégalité vient de ce que le diviseur
ss — by, qui figure dans les formules (31), est trés petit. On a, en effet,

s¢ — by = — 0°,000 000 033.

Les calculs précédents, depuis le n® 17, sont empruntés, sauf des différences
insignifiantes dans la forme, & un Mémoire de M. Souillart (Bulletin astrono-
mique, t. XI, p. 145).

23. Transformation des formules. — La période du terme en
tor (86 ¢ + 55— by ),

qui figure dans les expressions (25) et (27) de dN, siny, et &N, siny,, est d’en-
viron 3o millions d’années. On ne peut avoir la prétention d’étendre la théorie
des satellites de Jupiter a des époques aussi éloignées. Les formules trigonomé-
triques qui donnent, dans @ et 9 , les inégalités séculaires du nceud et de I'in-
clinaison de I'orbite de Jupiter, cesseraient d’étre exactes au point de vue nu-
mérique parce que les racines s; dépendent des masses des planétes qui ne sont
pas encore connues avec assez de précision; et aussi au pointde vue analytique,
parce que, dans ces conditions, il faudrait tenir compte des carrés des masses
des planetes. 11 faut se borner aux besoins de la pratique, pendant trois ou
quatre siécles par exemple, et tenir compte du déplacement de I’orbite de Jupiter
en ajoutant aux quantités p¥ et ¢ des corrections de la forme

I - TR A o= 2 e I

on pourra, en toute sécurité, laisser de coté les termes en ¢2. On aurait plus
vite fait de déterminer directement les ¢p® et 8¢ sous la forme indiquée; mais
je préfere me servir des calculs de M. Souillart, comme je I'ai fait déja (Bulletin
astronomique, t. XI, p. 159).

Je pars des expressions (25),

ANSInYy oy, DS [cos(st+5— b, t) — cos(s— byt)].

Je développe le second membre suivant les puissances de ¢, en négligeant ¢2;
il vient

dN, siny, ¥ susi
T_-—‘)t"t Sssm;.
de méme
dN; COSY, __
—T —-—%;t E SSCOSC.

Or, si I'on développe les expressions (16) suivant les puissances de ¢, on
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trouve
‘Q:?.Sil\9|=1\t+..., I=o0,c089, =Bt+...;
33 ‘ .
( ' A :ZS.@cos;, B:—-ZSssm;.

Il vient ainsi

dN; si d N, cos
%‘:y@‘“l. — ‘Ill—m -:—J‘G,\l.
D’oul
P 1 S\ I .
3\, smy‘:.;J‘G‘Bt’; o_\;cosyg:—; N WA

Or, on a, en prenant encore le jour pour unité de temps,

0”,0955 o”,129) .
A—— _3’—65'2_57-’ B—=— 3—%%2:)9, ¥, = 0°,000 0022 = — b,, sensiblement,
. N 9 4

ou il faut encore multiplier 5, par sin 1°. En faisant ¢ = 365 250, ce qui cor-
respond a dix sitcles, on trouve seulement

3N, siny, = —o",9.
Nous pouvons donc supposer
(3% oN,;siny, —o, oN, cosy, —=o.

Les expressions (25) donnent ensuite, en développant suivant les puissances
de st et conservant bz sous les signes sinus et cosinus, parce que b, b, b, et b,
sont beaucoup plus grands que les s;,

dN(ZmY = — ¢ E Sssin(¢— b)) =3t ( Beosbt + Asinbt),
dN .
(;:tos? = — Jﬁtz Sscos(¢c —bt) =It(-- Acoshl + Bsinbt),

d’ou, en intégrant sans ajouter de constante,

b

Bsinbt — Acosbt)
5 .

3N siny = ’_Z’( Besinbt — Atcosbt + ‘“'"“"'B“s"‘),

6Ncos-/=#3-bl:’ (—Atsinbt—Btcosbt+

On en tire deux des équations suivantes, celles qui répondent & ¢ = o,

N, sin(b;t + y,) = :bx;in—%r".““)

(35) 7(: %‘ > (i=o0,1,1,3).
SN, cos(b:t+yl)'=—f¥‘A— :1,—im ‘
i i !

T. — IV. 8



58 CHAPITRE IH.
On a, du reste, d’apres les formules (34),

(36) oN,sin(b,t +y,)=o, ON, cos(byt +y,) =o.

On aura ensuite, en ayant égard aux relations (10),

’

13 3 3
_ - _ X %,
p .-Z \"5“]([),’!4‘/()‘*‘“2 -b—i’- _A‘Z-_I;,
0 [ [

1Y 3 3
q :2 N,cos(b,t+-/i)—A2 ’I):—l:,‘ —Btz g;—:',
)

3
(37) /p _Za, N,sm(bt+11)+BZ a’m’—Atzf"é—‘t{”,
[ ]
.................................................... ,
& 3 l\'gt,
P o N; sin(bit + ;) + BE or M” Atz "‘T.I’,
) [

(/ _26"‘1 cos(b; ¢+ /;)-—Az _a,_J_l’,_, —Btz o JG’

Or, avec les valeurs données par M. Souillart pour o, 5, 5%,, 5%,, 5, (Bul-
letin astronomigue, t. XI, p. 153), et de ¢! (deuxiéme Partie, p. 158), on trouve

3 3
Y :)t,t . :)t:i _ -
Z 5, = w0001, 78 =~ O
[ o !
3 )‘G 3 , )"
a; o) Xo;
E ib 2 —— 0,00519, ‘b’ ' =+ 10,3,
[]) d o f
3 llm ’Ie)‘(,
g; by ~ G;Jbq
= — — 0,0261) —“—— — 4 62,6
b ’ ’ 07 »0y
0 0
S oY o o),
g,t, -3 .
2 T2 = —o,13061, ‘h =+ 443,1,
0 ! 0o
3 )" 3 ’)‘G
¥ o, . gy Jo;
—— =+ 0,00053 - =— 1,7
2 b; T+ ©0,00093, b} /
o )

Les valeurs de 5+ sont calculées avec I'année pour unité de temps; on doit
donc prendre mamtenant A =—0",09557; B=—0",12949, et il en résulte
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que, dans les formules (37), les termes complémentaires ont pour valeurs

dp =+o0,1; dqg =—o',1,
op' =—1",3; ¢’ =+ 1",0,
gp’ =— 8",1—0",002¢; 39" =+ 6",0 —0",003¢,
op" =—37",4 — o",013¢; 0¢" =+ 42",4 — 0", 017¢,
3P =+0",3; 8q™ = — 0", 2.

On voit que les termes en ¢ sont négligeables pour les trois premiers satel-
lites et pour I'équateur; ils sont sensibles, bien que faibles, pour le quatrieme
satellite. Enfin, les parties constantes sont appréciables pour le troisieme et le
quatrieme; il y aurait lieu d’en tenir compte dans la détermination des con-
stantes N; ety;, en modifiantlégerement les valeurs de p;, p;, 4., ¢;. C'est a cela
que se borne I’effet direct du déplacement de I'orbite de Jupiter.

On aura ensuite

). =(q+ dq)sinl — (p + dp) cos/,
A—A=%cos!— I sin/=1((A cosl— Bsinl),

d’ou
12
A :EN sin({ — bt —y) + t(v", 129 5sin{ — 0",096 cos!),
[]
)
A =2N’ sin (! — bt —y) + (0", 129 sin!' — 0", 096 cos ')
(38) 4 t +1"0sinl’ +17,3 cosl',

A =21\” sin (0" — bt — ) + t(o”, 126 sinl" — 0", 095 cos ")
0

. +6",0sinl"+ 8,1 cosl’,

A':EI\" sin({”" — bt —y) + (0", 1125inl"— 0",083 cos!”)

[

Lol 7

+ 42", 4sinl" + 57", 4 cos!”.
24. Position de I'équateur de Jupiter. — On a, par les formules (10),

PY= osing=NYysin(bit+ y,) + Ny sin(byt +- ;) +...+ NVsin(bt +y),
g =—wcosy =NV cos(b, ¢+ 7,) + Ny cos(byt 4+ y3) +... =NV cos (bl + 7).

L’inspection des valeurs numériques des coefficients Ny, ..., N** montre que
le premier, N est au moins mille fois plus grand que la somme des valeurs
absolues de tous les autres. On en déduit que b,¢ + v, est la partic moyenne de
180°— ¢, caron a

o Sin(Y + byt +,) =Ny sin(byl 4y, —byt—y) +...
+NVsin(be+ y— bt — ),
— 0 cos(Y+ byt +9,) =Ny + Nycos(byl+y,— bt —7p,) +. ..
+NVeos(bt+y—bit—y,),
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et I'on voit que cos(y+ b,¢ + v,) ne peut jamais s’annuler, ce qui prouve que
I’argument doit toujours rester compris entre == g- Posons

‘v:

v =9i’

Y=180"— byt — 7y, — %, Ny =y, N
P

et les formules précédentes donneront

wsing = [ Osin(byt+y3— bt —y)+...+ 0y sin(bt +y,— byt —y,)],
wcosf=w[14+ 0;3c08(bst +y; — bt — ) +...+ 0, cos(bt +y,— byt — )]

On n’a pas écrit les deux termes multipliés par 0 parce qu’ils sont négli-
geables. On en tire avec une précision suffisante

E =0;sin(bst + 93— bt —yp)+...,
(I):O)l[i +93 cos([);t-‘-)’g—' b;t—y‘)-f-.. ].

Avec les valeurs numériques (SouiLLart, deuxieme Partie, p. 169)

o

logb, =1%,42637;  loghy =4,45143,;  logh, =4,16063,; w, =347,

il vient

([ 180°— & = byl + y, —29",9s8in(b L +y,— byt —,)
s —58",38in( byt + 73— byt — 3,) + 35", 1 8in(byt + y3— byt — 4,),

3
(39) ( w=w—1",6cos(bt +y — b t—1y,)

— 3", 1€o8( byt +yy— byt —y,) + 3",0c08(bgt +y, — byt — 4,).

Ces formules montrent que le neeud de I’équateur de Jupiter sur le plan fixe
est animé d’'un mouvement uniforme de précession, dans le sens rétrograde, de
2”,873 par an (la quantité dont croit I'arc b,¢ en une année julienne);ily a
en outre trois termes pour exprimer la nutation; les périodes de ces termes
sont respectivement d’environ 3o ans, 140 ans et 520 ans. L’inclinaison de
I’équateur n’a pas de terme séculaire, et les trois termes qui expriment la nu-
tation sont faibles.

Calculons maintenant la position de I’équateur de Jupiter par rapport a l'or-
bite actuelle de cette planete. Soient w’ et §’ les quantités analogues 2 w et ¢.

En faisant

w'sing’ = (p'), —w'cosy' = (¢'),
on aura
P)y=p—4 (¢)=9—2,
d’olt ‘
e I= H —At
(40) o' sind o siny A

—w'cosY =— wmcosy— B
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Il est facile d’en tirer w’ et §’, en faisant

o' =w+ 4w, ¢ =0¢+AY

il vient, en effet,
wcosY AY + sing Aw = — Ay,

w siny Ay — cosY Aw =— B¢,
w Ay = —¢(Acosy + B sinyd),
Aw =—t(A siny — B cosy).
Il en résulte

. A cosdy + Bsingd,
w

5 §' = 1800 — byt — 7, — -+ nutation,

(41)

( ' = w; + {(— A sin¢, + B cos{, ) + nutation.

Nous avons mis, dans les petits termes en ¢, au lieu de ¢, la valeur
Yo = — 134°45’ qui répond & 1850,0. Avec les valeurs

A =—0",09557, B == — 0", 12949,
on trouve, en une année,

) .
_ A cosd, + Bsing, = 2%, 973,

6)
B cos¢, — A singy = + 0",0233,
— b, =+ 4",873,

¢’ =180°— y, — 0", 100¢ + nutation,
w = w, ~+ 07,0233 ¢+ nutation.

Le coelficient de ¢, qui était positif dans ¢, est négatif dans §’. Donc le nacud
de I’équateur de Jupiter sur I’orbite actuelle de la planéte est animé d’un mou-
vement direct tres faible, il est vrai. Laplace avait trouvé un mouvement rétro-
grade trés petit aussi. C'est M. Souillart qui a donné le sens direct; il a montré
que la conclusion de Laplace était fondée sur une valeur de b, légerement in-
correcte.

Les valeurs numériques des expressions (38) sont, d’apres M. Souillart, en
négligeant les petites corrections introduites en dernier lieu,

A =4,8sin(l— bt —y)+ 33", 0sin(l— byt —y,) + 3", 9sin(l — byt —y,)
—14(l— byt — y;) +11037",5sin({ — byt — y,),

A’ =1689’,0sin(l' — byt —y,) +102",3sin(l' — byt — y,) +15",7 sin (V' — byt — ;)
+10980", 4sin (' — byt — v,),
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A =—57" 4sin(I'— byt — y,) + 644", 2 sin ({"— byt — y,) + 97", 3 sin (' — b3t — y3)
+ 10749",7 sin({" — bt — vy,),
A =—1"5sin(I" — byt —y,) —125",3sin({"— byt — y5) +811",4 sin(l"’—.b,t —73)
+ 95957, 4 sin(I"— byt — 7,).

Remarque. — Les derniers termes de ces formules sont de beaucoup les plus
importants; considérons les seuls pour un moment, et remarquons que nous
pouvons, d’apres I'expression (41) de ¢/, remplacer b,¢ + v, par 180°— ¢’;
observons encore que o’ = 3°4'7”,3 differe peu des coefficients des termes con-
sidérés, dans A, A’, ..., et nous aurons

Agzz— po' sin(L +4¢'), Ay=—p'o'sin(l'+9¢'),
A =-—p"w' sin("+¢’), A =—p o' sin("+ '),

en désignant par i, @', 1" et &” des facteurs peu différents de 1. On en conclut

sin ¢ sinf = po’siny/, sing cos§ = — pw’ cosy/,
0=0=6"=06"=180>— ¢/,
? o H(‘)I’ ?/ — Flwl, ?’ — }L’wl, ?' — F'wIO

Donc les plans des orbites des satellites couperaient 'orbite de Jupiter sui-
vant la méme droite que le plan de I'équateur de la planite. Ces plans, dont les
orbites réelles s’éloignent peu, sont les plans fixes considérés par Laplace; les
coefficients de sin({? —b,¢ — v,) sont peu différents de I'inclinaison w’, de sorte
que les plans fixes font avec I'équateur de Jupiter les angles ¢ — o' :

10"y 1’7" 4'38"; 24’12’
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CHAPITRE 1IV.

THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — INEGALITES PERIODIQUES
DES LATITUDES. — EQUATIONS SECULAIRES DES LONGITUDES.

25. Inégalités périodiques des latitudes. — Nous prenons comme point
de départ la formule (16) du Chapitre 1, en utilisant d’abord la premiére ligne.
Les équations

de R, d9 _ oR,

(1) na’cpz._—m-, na 9(7‘-:-5;

nous donneront

d-zq: =— to,lz[cp sin(40/ —al—20) — o' sin(4!' — 2l{—6—10")],

° ‘(%’ =+ o,1}[pcos(4'— 2l —20) — ¢’ cos (44— 2l —6—5")],

ce qui peut s’écrire
de

df
S 7

s de _—_-{o,x}[(cpcosG—q»’cosO’)sin([;l’—21—9)—(q>sin6—-cp'sinB’)cos(l;l’—nl—G)],
(2) ' '

=+ ;O,It[(q cost — ¢' cosf’)cos(4l'— 20— 6) + (psinb — ¢'sinf’) sin(41'—2!— 6)].
Or, les formules (10) du Chapitre 11l donnent

¢ sinG::ZN sin(bt +y) + N, sin (b, ¢ + ),
cpcos@:ZNcos(bt+y)+N‘cos(b.t+y‘);

on peut prendre ici (voir page 62)

byt + 7, =180° — ¢/, N, = po';
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il vient donc

3 sinG.—:EN sin(ht + ) + pw' sind/,

9cos) = 2 Ncos (bt + ) — pw' cosy'.
Le signe 2 s'étend seulement 2 b, b,, b, et b,. On aura de méme

9’ sind = EN’ sin( bt + ) + p'n' sind/,

@' cosh’ = Z N'cos(ht + y) — u'w'cosy’,

et les équations (2) deviendront

%j =Yoo [——2(1\'——\")sin(.’.l’—al—ﬁ—bt—y)

+(p—p ) sin(il’—fal——e-p-q,')],

s
9:57} ::o,lzl— E(N—N’)cos(!;l’—zl— H—bt—vy)

—(p— ) cos(fl'- -2l -9+¢')J.

Il faudrait encore substituer pour 0 sa valeur en fonction de ¢; mais il nous
suffira de remarquer sur la formule (2) du Chapitre précédent que — [0 ] est

le terme le plusimportant de la partie constante de Z—-f, de sorte que, pour le but

actuel, nous prendrons

§=const.— [0 Jt+....

oy . : d
Nous pourrons donc intégrer les expressions précédentes de 7;'1 etde —, et, en

supposant ¢’ constant, il viendra

69:50,4[-—2 N—N cos(4l' —al—06—bt—y)

an—f4n'+b—[o ]

SR bl AL cos(4l’—nl—0+¢')].

an—4n' —

N—-N
B=fon]|=3 sin(4f —al—H— bt —
¥ '°':[ e[y v

(p—p)o’ s ’
+ sm(&l-—nl—9+t{/)].
Lo]

an—4n —
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On aura, pour les inégalités correspondantes de la latitude A,

oA =sin(/— 0) do — cos(I— 6) ¢ a4,

) . N—N'
=lo, in(40 —31—bt—
s (OI‘[Zan—lgn’+b—! olsm“ v
(3) o,
( _2 (l"’a_ly' )&’0 Sin(‘ﬁl'—3[+'qll)]-

Considérons maintenant la seconde ligne de I’expression de R,; en opérant
comme précédemment, nous trouverons

.‘;—T =—[o][(pcosf — g, cosb,) sin(2!, — §) — (psinf — ¢, sinb;) cos(2!, — 6)],
‘ng =+ [o] [(p cosfd — @, cos0,)cos(2l; — §) + (¢ sinf — ¢, sinb,) sin(2/, — 6)].

dy _

i [o][9cosb sin(2/y — 6) — ¢sinfcos(2{, — 0) — ¢, sin(2l; — 0 — 6,)],

cp% = [o][9@cosbBcos(2/,— )+ ¢sinfsin(2{, — 0) — 9, cos(2!, — 0 —6))].

On peut laisser de coté le terme en ¢,, parce que 3, est tres petit; on trouve

% — — o] LEN sin(24, — 6 — bt — ) — pa’ sin(zl,—9+¢’)],

(p;%-f = [o] [ X Noos(ati—0— be—7)— o' cos(at, e+q/)],

o= 0] [S—  conati—9— =)

an—b-+| o

U

S i cos(2l, — 0+t,'4’)],

an,+[ o
980 = [o] 2-————N———~—sin(21,—9—-bt—7)
2m— b+ [o]
’
R i sin(al,—9+4a’):|,
2n, +
& =—[o] z—i———sin(zl,—l—bt—-y)
an,—b+[ o]

(4) /
B Gin(al— z+qﬂ)].

T. — IV. 9
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Dans les éclipses .du 1° satellite, on a
{, =1 -+ 180°, 2l —1—1,
et, par suite, les inégalités () dépendent des mémes arguments
L—bt--y, Il—bt—y, ..., I+{
que les termes des formules (38) du Chapitre III.

Considérons enfin les termes de la troisieme ligne de 'expression de R,. En
procédant comme plus haut, et faisant usage des formules

9 sinf — o sing = EN sin(bt +y) — (1 — p)w' siny/,

@ cosf + wcosy = Z Ncos(bt +y) + (1 — p)w' cosy/,
on ohtient

oA =— (o) [2 ——N——'sin(l—bt— y) + Cl o2 m’sin(l+¢’)].

an—b+ [ o] an+[o ]
On pourrait réduire cette formule a
(3) 6)‘:-—(0)2;1\-"-‘ sin(/ — bt —vy),
mais ces termes sont trés petits, et on peut les laisser de coteé.

Nous donnerons enfin, sans les démontrer, les formules analogues aux précé-
dentes pour le 2¢ et le 3¢ satellite (Souillart, premiere Partie, p. 140) :

‘ N'—N
oA = 1,0 E —sin(3/ —al — bt — 4
! t[ an —--.’m’+b-—| | ( )

(B= )0 gin@r—at+ q/)],

) an—An —
) L
N—N
+ 1.2 - sin(40"— 30 — be—
' ‘[zzm'—in"—kb— | 1 | v
r__ ” ’
— W)Y Gagr—3r+g].
\ an'—fn"— [0
- i NN
61"+ taal| N - S sin(30"—al'— bt —
~ : ["‘ on'—4n"-—b— 1 2 7
(7) ) ( - ,I\ ’
| S e
an'—jn" —
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26. Equations séculaires des longitudes. — L'une des formules (4) (t. [,
p- 169) nous donne, en négligeant e* et ¢* devant e et o,

8 de 2 JdR e d_li_}_ ¢ OR
(8) dt~ nrada ' 2na® de = 2na’ do

Nous allons appliquer cette formule a la portion de la fonction R, (voir p. 9)
dont nous n’avons pas encore tenu compte,

3 s
R, = > na*[0] (el — 3}) = nia* (e} — o});

nous trouverons
de 3 n}
=3 - (ef — oY)
Or, les éléments e, et 3, de U'orbite de Jupiter sont soumis a des inégalités
séculaires provenant de I’action des planetes. On a

(9) €= e;+ e3d, 1= Q2+ 93¢

il en résulte

d 3 n?
;{i =—3 ,:—l'[ei — 93 +2(e2e5— 9:93)¢],
d’ou
‘. , 3 n}
(10) E=¢gy+ L+ ¢ L3 £ =— o % (eaea—?x%)-

Le terme ¢’t* donne naissance 4 une accélération séculaire du moyen mouve-

ment. On a
e;=-0,048239; ¢, = 0,000001 303,

et il vient, en ne tenant compte que de e, e, dans ¢, et considérant le 4° satel-

lite,
g t*=— 0",00004 %,

ol Z est exprimé en années juliennes; le terme &'¢* est ainsi insensible pendant
tres longtemps pour le 4° satellite, et a fortiori pour les autres; la partie de ¢’ qui
contient 9, et 9, est encore plus petite. Il n’est pas inutile de rappeler que c’est
en travaillant a la théorie des satellites de Jupiter que Laplace a trouvé le terme
¢’¢* qu’il a transporté a la théorie de la Lune ot il se trouve prendre une valeur
importante.

Il y a lieu d’examiner maintenant les inégalités périodiques les plus impor-
tantes de I’élément €. Dans la formule (8), il faudrait remplacer R par R,, puis

par R;; mais R, et (:,—[fz’ contiendraient les carrés et les produits des quantités M,



68 CHAPITRE IV,

M,, ..., M, ... qui sont trés petites. Nous nous bornerons & prendre R =R;,
mais sous la forme primitive, résultant des formules (6), (7) et (9) du Cha-
pitre I : '

s Re=— g /m'BW[¢"+ #"'— 24¢' cos(6— 0" )]

(10) —% niat [o*+ 97 —299,c08(0 —9))]
( —% Jnt [o'+ w®+ 29w cos(Y + 0)].
La formule (8) donnera, en réservant pour plus loin le terme 2:%‘, 3—2
)
g; = Zl m'na® dga o+ ¢'*— 29¢' cos(H — 6')]
31 1 6—86
(11) 2 7 L9+ #1 — 299, cos( 1]

—3J aﬁ, [¢*+ w® + 29w cos (¢ + §)].

On a maintenant
P+ —agp cos(6—0)=(p—p' )+ (7—9)
p—p'= 2 (N=N)sin(bt +7) + (p— ')’ sin/,
g—q¢'= 3, (N=N)cos(bt+7) — (1 — p') o’ cos{'.
La somme des carrés de ces expressions est négligeable 2 cause des petits
facteurs N — N’ et . — u’. On a ensuite
P+ wl+2swcos(y+0)=(p—p")+(7—9¢0)%
p—p-= 2 Nsin(bt +y)— (1 —p)w'sind/,
qg—q~= ZN cos (bt +y) + (1— p)w'cosy’;
la somme des carrés de ces expressions est négligeable 4 cause des petits fac-

teurs N et 1 — w. Enfin, dans la formule (11), on peut négliger la trés petite
quantité 9, ct il reste

2 2
P=pr+qt= [2 Nsin(bt +v) + pm'sin\b'] + [2 Ncos(bt + y) — po' cosq»'] ,
ce qui peut étre réduit a

o’:—syw'ENcos(l)tﬂ—yﬂ—q/).
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. 3 n} s 1a
Si I'on remplace - —! par2[o], les termes déja considérés dans laformule (11)
se réduisent, dans le calcul approché que nous nous bornons i faire, a

(12) g.;-_—_uo] po’ 3 Neos(bt +y +¢').

Il nous reste a tenir compte de I’équation

de _ ¢ IR,
dt ~ ana® d¢
qui peut s’écrire
de 1 ,d0 1/ dp dq)
=@ =\l —ra)
de —aTt dt  a2\"dt dt
en ayant égard aux formules

a9 1 JdR

z.—_m%, p = ¢sinf, q = ¢ cosd.

Or, on a

p= X Nsin(bt+7) + po'siny’, Z‘t’ =— Y ONsin (bt +7) — po'bysing,

dp __

q=2Ncos(bt+ 7) — pw'cosy’, n = Zchos(bt +7) — pw' b, cosd’;

il en résulte, en prenant le terme le plus important,

q;—[; -—-pZ—’tl :——pw'Zchos(bt-&-y—l—LP'),
(13) Z’% =— Lo B 0N eos (bt + 7+ ).

En faisant la somme des expressions (12) et (13), il vient

g‘i’ =—4[0]pw’ENcos(bt+7+¢')"£F’”'2chos(bt+7+q/)’

(%) de _—_——4[o]pw'2§b-sin(bt+y+q;’)—%pw’z Nsin(bt+y+¢');

le premier terme de cette formule est de beaucoup le plus important.

Je renvoie aux deux Mémoires de M. Souillart pour le calcul détaillé d'un

nombre assez grand de termes petits et cependant sensibles, qui proviennent de
la considération attentive de I'expression complete de Z—.i

termes en e et ¢’ négligés d’abord.

» et nolamment des
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CHAPITRE V.

THEORIE DES SATELLITES DE JUPITER. — DES ECLIPSES DES SATELLITES.
DETERMINATION DES CONSTANTES.

27. Considérations préliminaires. — Les mesures micrométriques permet-
tent d’obtenir les éléments des orbites des satellites des planétes, mais avec
une précision assez faible, & cause du raccourci sous lequel nous apparaissent
les angles ayant lcurs sommets au centre de la plantte. Dans le cas de Jupi-
ter (') on peut arrivera une précision plus grande par I'observation des éclipses
des satellites. Jupiter projette derriere lui, relativement au Soleil, une ombre
dans laquelle les satellites se plongent pres de leurs conjonctions. Les incli-
naisons des orbites des trois premicrs salellites sur 'orbite de Jupiter et leurs
distances a la planéte sont telles que ces corps s’éclipsent a chaque révolution,
mais le quatrieme cesse souvent de s’éclipser.

C’est 'observation des éclipses qui a révélé les inégalités les plus importantes
des mouvements des satellites. Cependant ces phénomeénes présentent des
causes d’erreur assez génantes. D’abord, un satellite, avant d’entrer dans
I'ombre pure, pénetre dans la pénombre, et son éclat s’affaiblit graduellement,
de sorte que, si la lunette de I'observateur est de force médiocre, quand elle
cessera de montrer le satellite, ce corps ne sera pas encore sur la surface de
I'ombre; il en sera moins éloigné si 'instrument est plus puissant. La surface
de 'ombre pure peut étre remplacée par une surface fictive; I'immersion du
satellite dans cette surface ct son émersion seront pour nous le commence-
ment et la fin de son éclipse.

Cette ombre fictive n’est pas la méme pour tous les satellites. Elle dépend de

(1) On a observé quelquefois des éclipses des satellites de Saturne, notamment de Titan; ces phé-
nomeénes sont rares a cause de la grande inclinaison des orbites sur lo plan de I'orbite de la planéte.
Les astronomes de Vobservatoire Lick, en Californie, ont observé, avec leur puissante lunotte, des
éclipses des satellites do Mars.
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leur distance apparente au disque de Jupiter, dont I’éclat affaiblit leur lumiere
(cette cause agit méme pour un seul satellite, le premier, par exemple; quand
on le voit disparaitre 4 une assez grande distance du disque, on pénétre bien
plus avant dans la pénombre que quand la disparition se fait tout prées du
disque); clle dépend encore de I'aptitude plus ou moins grande de leurs sur-
faces a réfléchir la lumiere, etc. L’élévation de Jupiter au-dessus de 1'horizon,
la pureté de I’atmosphére terrestre, la force des instruments dont se sert I’ob-
servateur, influent pareillement sur la durée des éclipses. Ces causes d’erreur
agissent davantage sur le troisieme ct le quatrieme satellite; heureusement, on
peut observer assez fréquemment I'immersion et I’émersion de ces deux satel-
lites, ce qui donne I'instant de la conjonction d’'une maniere assez précise et
presque indépendante des causes d’erreur dont nous venons de parler.

L’observation des disparitions serait bien plus précise si I'on faisait, avec un
photometre, plusieurs mesures de I'éclat du satellite & partir du moment ou il
est entré dans la pénombre, de facon 4 en conclure, par un calcul d’interpola-
tion, le moment ol cet éclat s’annule, ou micux le moment ot cet éclat est ré-
duit & une fraction donnée, 4 la moitié, comme le propose M. Cornu. On
démontre facilement (voir 1a These de doctorat de M. Obrecht, Annales de I’0b-
servatoire de Paris, t. XVIII) que sil’on représente ’éclat parl’ordonnée y d’une
courbe dont I'abscisse x est le temps, le demi-éclat correspond a un point d’in-
flexion de la courbe, de sorte que la variation de I’éclat en un temps donné est
alors la plus grande possible. En outre, le satellite est tres peu distant du cone
circonscrit a Jupiter et ayant son sommet au centre du Soleil, de sorte que le
calcul du phénomene sera assez simple.

Quoi qu’il en soit, les mesures micrométriques conserveront encore de I'in-
térét : d’abord elles sont nécessaires pour la détermination de la masse de Jupi-
ter a I’aide des mouvements de ses satellites; ensuite elles seraient trés utiles
dans le cas du quatrieme satellite, pour suppléer aux éclipses, trop peu nom-
breuses.

Nous allons nous occuper de la figure de 'ombre de Jupiter.

28. Figure de I'ombre de Jupiter. — Chasles a démontré (Apercu histo-
rigue, p. 249) que la développable circonscrite 2 deux ellipsoides, c’est-a-dire
I'enveloppe des plans tangents communs aux deux ellipsoides, est une surface
du huitieme degré. Ce sera le cas de la surface de 'ombre de Jupiter, car nous
pourrons admettre que la surface de Jupiter est celle d’un ellipsoide de révolu-
tion; nous pourrons méme supposer le Soleil sphérique. Nous allons simplifier
la détermination de cette surface, en suivant d’abord la these de M. de Saint-
Germain (Thése d’ Astronomie : Sur la durée des éclipses des satellites de Jupiter ;
1862). Nous supposerons le centre du Soleil situé dans le plan de I’équateur de
la planéte, et nous pourrons admettre que les courbes de contact de la dévelop-
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pable avec Jupiter et avec le Soleil sont les sections de ces deux corps par des
plans menés par le centre S du Soleil et le centre J de Jupiter, perpendiculai-
rement a la droite SJ.

En effet, si I’on négligeait ’aplatissement de Jupiter, la surface de 'ombre
serait un cone de révolution touchant les deux astres suivant des cercles situés
dans des plans paralleles. Les distances respectives de ces plans aux centres du
Soleil et de Jupiter ont pour expressions

R—b et bR—b

"y ry

R

’

ou R, b et r, désignent les rayons du Soleil, de Jupiter, et la distance SJ.

Or,ona
R 1 b

I .
c,Tl = ET':!T), R = o environ.

Les distances dont il s’agit sont donc petites; la modification qui en résul-
tera pour la section de 'ombre par un plan perpendiculaire a SJ, mené par une
position déterminée d’un satellite, sera tres faible, et il en sera encore ainsi en
ayant égard a I’aplatissement de Jupiter. Au surplus, nous renverrons a la
These de M. de Saint-Germain pour une démonstration rigoureuse et détaillée.

Cela posé, prenons I’axe de révolution de Jupiter pour axe des s, la droite SJ
prolongée pour axe des x, les équations de nos deux courbes de contact seront

2 -2
x =0, '—Z—!-i— ;i:I,
x==-=r, yr+ =R

La surface de I’ombre sera engendrée par une droite D rencontrant les deux
directrices précédentes, en denx points A et A’ ol les tangentes soient paral-
leles, car ces langentes seront les intersections de deux plans paralleles par un
troisieme contenant la droite D. Soient

xr = o, y="bsinu, s5=c cosu les coordonnées du point A,
xr=—r, y=Rsind’, s=Rcosu’ cclles du point A’.

Pour le parallélisme des tangentes, on devra avoir la condition

c
(1) tangu' = 2 tangu.
.
Les équations de la droite D seront
x _ y—bsinu  s—ccosu
(2) ry bsinu — Rsine’ ~ ccosu — Rcosu’’

et ’équation de la surface de 'ombre résulterait de I'élimination de u et «’ entre
les équations (1) et (2). M. de Saint-Germain a effectué cette élimination qui
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conduit en effet, méme apreés la simplification opérée, 2 une équation du hui-
tieme degré en x, y et 5.

Mais ce qu’il nous importe surtout de connaitre. c’est I’équation de la section
de la surface de I'ombre par le plan « = r, mené perpendiculairement a SJ par
I'une des positions du satellite dans I'intérieur du cone d’ombre; nous admet-
tons qu’a I'intérieur du cone d’ombre toutes les positions du satellite se trou-
vent sensiblement dans le plan 2 = r. Les équations (2) donneront

_ l__R—br . Rr TS
(3) ry= S % smu+7' (sin « — sinu'),

R—cr R ,
s=c|1— P cosu+71'(cosu—cos:¢ ).
1

Or I’équation (1) donne, d’'apres un développement connu,

u’—u+c_bsin2u+-'- c—b 'sinl.u—*—
- c+b 2\c+ b
On posera
— b 1
b=c(1+x), Py S S

On voit que I’on pourra négligerles termes en sinu — sinu’ et en cosu — cosu’,
. . . R .
parce qu’ils contiendront le petit facteur - Il nous restera donc simplement
1

=b(1+ = R sin « = a sinu
y_— ry b ry - ’
R/
s=c|(1+ —— — —)cosu = 7 cosu.
' cr, —+ %

D’ou I'on tire, pour équation de la section de I'ombre,
(4) a?— yr=3*(1+ »')%

Cette section est donc une ellipse, ayant pour demi grand axe « et pour apla-
tissement x’. Si I’on pose

(5) % =Ar= %)— environ,
on aura

r r
(6) a_b<'+z—r_',7)’

T. — IV. 10
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on en tire aisément

(7) x'==x y i

Cette valeur de x’ differe tres peu de x car, méme pour le quatrieme satel-
lite, on a
R 1

r=2060b=126AR, r—:x:26E=[_;§.

29. Calcul de la durée d’une éclipse. — Soient 5, la hauteur du satellite au-
dessus de I'orbite de Jupiter au moment de sa conjonction, r sa distance au
centre de Jupiter ct v, I’angle décrit par le satellite sur 'orbite de la planete,
depuis le moment de la conjonction et en vertu de son mouvement synodique.
Prenons ensuite pour axe des x le prolongement du rayon vecteur SJ, au moment

Fig. 1.

v
de la conjonction. Le mouvement du satellite, en projection sur le plan des xy,
se fera sur la droite AB parallele a Jy; on aura
IM=IM;=JA=r, AJB =v,, AIM,=s,, BIM =35,
AB =y = IBsinv,=\r*—stsin¢,, s=rs,
et ’équation (4) donnera
at— (r*—3s?)sine; = ris? (1 +2')3,
d’ol1, en négligeant s*sin%v,,
(8) rrsinte, — a*— rs?(1 + ¥ )%

Mais on a aussi

ds
s=s.,+(—;> 8V ...y s =Sso+
o

dse

sinvg+ ...
dv, !
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En portant dans la formule (8), il vient
1 cin? 2 2 dso
r*sin?e, —a?— r*(1 +x')? (s; + zso%—smv.),
1

d’ol1, en résolvant cette équation du second degré en sinv, et négligeant le

carré de s, %‘3,
1

(9) ., sinyy=—(1 +x’)'s.,j—i°l t\/[:—f + (1 +x’)s.,J l;ﬁ —(r+x’)soJ.

On aura ainsi, en prenant le signe +, 'arc ¢, décrit par le satellite en vertu
de son mouvement synodique, depuis la conjonction jusqu’a I'émersion; en
prenant le signe —, la valeur de sinv¢, donnera, au signe pres, Pangle décrit de-
puis la conjonction jusqu’a I'immersion.

Soit ¢ le temps que met le satellite a décrire I'angle ¢,. Posons

1 d"‘l

A X
, , dv AT . co.n L.
X sera égal 8 —. — 1, en négligeant la petite quantité -*- On pourra écrire ap-
proximativement
Yy _ _ (&2 _
(n—n')t—_l+x’ t—-n—n,(l X).

Soit T la moyenne des temps que le satellite emploie 4 parcourir I'angle
(10) B=3;

en appliquant la formule précédente, et remplacant ¢, ¢, et X respectivement
par T, B et zéro, on aura

(11) T—-—ﬁ— t:‘:%(l—-X).

= )
n—n,

Les formules (g), (10) et (11) donneront ensuite

O Yl oo e |
On a vu (Chapitre I) qu’en ayant égard aux inégalités les plus importantes,

on a
r:a(l—-l-X);
2
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I’expression de ¢ deviendra ainsi

(12) t:T(l—X))—(l-{-x')’Sé %:’: [1+éX+(|+x’)%’] [1+§X——(!+x’)%"]‘-

Soit ¢’ la durée enliere de I’éclipse; on aura

(13) t’:zT(x—X)\/[l—i—%X+(|+x’)g’] [x+ -; X—(l+x')%:],
d’ou I'on conclura

_BVAT i —X) — ¢
(14) SERTA+ ) (1 —X)

Cette équation servira 2 déterminer les constantes arbitraires que renferme
I'expression de s,, en choisissant les observations de ces éclipses dans lesquelles
ces constantes ont le plus d’influence.

Nous mentionnerons ici, parmi les travaux relatifs a la figure de 'ombre de
Jupiter, celui de M. Asaph Hall (4ser. Nachr., n° 2156), et celui de M. Souillart
(Astr. Nachr., n° 2169). Ce dernicr Mémoire se rapporte au cas d’une planete
dont 'orbite fait un angle notable avec le plan de I'équateur; I’effet de cette
inclinaison, & peu prés nul pour Jupiter, serait trés sensihle dans le cas de
Saturne.

30. Indications sur le calcul numérique des constantes. — Ces constantes
sont nombreuses dans la théorie des satellites de Jupiter; il y en a trente et une,
savoir : six éléments elliptiques et la masse de chaque satellite; I’aplatissement

. . ., I . .

de Jupiter, ou plutdt la quantité x — - x,, et les deux constantes qui fixent, a
un moment donné, la position de son équateur. Mais il convient de séparer la
’ M . ’ m I .
détermination des masses m, m’, m”, m” et de x — 3 % Nous allons chercher a

éclairer un peu ce probleme assez complexe.

La premitre chose a faire est le calcul des moyens mouvements », n’, ", n”.
Pouryarriver, on détermine d’abord les moyens mouvements synodiques n — »,,
n'—n,; on y parvient en considérant deux conjonctions tres ¢loignées d'un
satellite, observées aux époques z et '; on a, en désignant par % le nombre total
des conjonctions,

(15) (n—n)('—t)=12km,

d’ou n -- n,. On n’obscrve pas l'instant méme de chaque conjonction; mais on
peut I'obtenir pour les deux derniers satellites, et quelquefois pour le second,
en prenant la moyenne des instants d’'une immersion et de I'émersion suivante.
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Pour le premier, on peut tenir compte de la demi-durée de I’éclipse déterminée
par une immersion ct une émersion observées dans le voisinage de 'opposition,
donc a peu de distance.

Les inégalités du satellite sont négligées dans la formule (15), ou bien on en
tient un compte approximatif, ou I’on s’'arrange de maniére qu’elles soient
presque les mémes. On aura donc ainsi, avec une grande exactitude, » — n,,
d’od n.

1l faut ensuite déterminer a, a’, a” et a”, cn prenant pour unité le rayon équa-
torial de Jupiter. On détermine a@” exprimé en secondes d’arc, d’apres I’élonga-
tion du quatrieme satellite, et le demi-diametre apparent de Jupiter 2 la méme
époque, exprimé de la méme facon; le quotient de ces deux nombres donne
ce que nous appelons a”. On se sert de la troisieme loi de Képler pour avoir a,
a’ et a’. Mais il faut remarquer que la relation n?a® = n"?a”* doit étre rem-
placée par

n*(a —da)*=n"*(a" — da” )?,

da et 8a” désignant les parties constantes des demi grands axes, produites par
les perturbations. On a, a fort peu pres (Chap. 1I, p. 18),

1 I
X — = x X — —%

P 2
’ da® —

da= —57— 327’

et il en résulte aisément

o= (5) i) (o8]

. . N . ’ !
on emploiera une expression, méme assez grossierement approchée de x — - x,,
o] 2

et 'on obtiendra ainsi a, @’ et a”. 1l semble qu’il conviendrait de retrancher de
n,n', ... les coefficients de ¢ dans les longitudes moyennes de I’époque ¢, ¢/, . ..;
mais la correction qui en résulterait serait bien faible.

a a ; -
Avec les rapports ;> —, «-- on calcule les transcendantes b," et leurs déri-

vées, premiere et seconde. On est 2 méme de calculer les quantités F, G, F,
G/, ... et les coefficients de m’, m”, ... dans (o, 1), (0, 2), .... La formule (10)
du Chapitre Il donnerales[ ] avec desvaleurs provisoires de m’, m”, m”, et qui
seront bien suffisantes pour cc but. On peut doncregarder [ o |, [(1 |, [ 2]

T - . s . I
et comme connus, sauf peut-étre la correction a apporter & x — —x,.

Laplace calcule ensuite les perturbations indépendantes des excentricités
(Chapitre 11); il y figure m, m’, m” et m” comme indéterminées. Pour éviter
des nombres trop grands, il représente par m 10 ooo fois le rapport de la masse
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du premier satellite 2 1a masse de Jupiter, et de méme pour les autres, de sorte
que, d’apres les résultats d’une théorie provisoire, m, m’, m” et m” sont des
fractions comprises entre o, 1 et 0,9 ou 1, 0. Des fautes de calcul assez nom-
breuses ont été commises par Laplace dans cette partie; elles ont été corrigées
par Bowditch, Airy et Bessel (voirles pages 499-501 du Tome IV des OEuvres
complétes de Laplace, et le Tome Il des Astronomische Untersuchungen de
Bessel, Bestimmung der Masse des Jupiters). Laplace pose ensuite

x— i %, = 0,0217 794 14,

ol p. désigne une indéterminée voisine de 1, et il se propose de déterminer
d’abord les cinq inconnues m, m’', m”, m” et p.

31. Voici les cinq données numériques qu’il emprunte a la discussion faite
par Delambre de plusieurs milliers d’éclipses des satellites :

(D) ov = Csin(2l —al)+...,

(II) o' = —C'sin(al"—2l') +...,

(1) 60’:+C”si.n(l”—g,t—5,)+...,
W=+ C"sin({"—gyt--83) +...,

(Iv) M= B'sin(l'—bt—y) +....

Les données dont Laplace fait usage sont

"

C, C/, 8 g—” et b..

C est de beaucoup le coefficient le plus considérable de év. Laplace dit que
Delambre a déduit, de la discussion d’un grand nombre d’éclipses du premier
satellite, que C est égal a 223%,471 en temps; c’est-d-dire que I'inégalité en
question peut avancer ou retarder une éclipse de pres de 4™.

Pour convertir C en angle, il faut le multiplier par 4005 et le diviser par
1},769861, durée de la révolution synodique du premier satellite. -

On trouve ainsi
osr, 505059 = 5050", 59 = 1636”, 3g.

On a d'ailleurs, en se reportant aux formules (D) du Chapitre 11,

(A) —m =C, m' = 0,232 355.

/_"____F
n-—an’+E]
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On trouvera de méme

n' 12~} '
—_————— (mM'FF—mG)=C'.
n—an'+ _f—l_—]

C’est une relation du premier degré entre m et m”. C' est le coefficient le plus
considérable de 8¢'. Delambre lui assigne en temps la valeur 105¢%,18, d’ot1 I'on
déduit

C' = 157,192 068 == 11920",68 — 3862", 30,
(B) m=1,715843 —1,741934m".

Ces deux relations (A) ct (B) sont Lres précises, vu la grandeur des inégalités
d’oli on les a tirées.
Delambre a trouvé, en prenant I'année pour unité,

&3 = 7959",105 = 2578", 750 = 42’587, 75.
Or, on a (Chap. II, p. 38),

e sine"=M"sin(g¢t + 3) + M7sin(g, ¢+ B3,) + M;sin(g: ¢ + 3,) + M5 sin(gs ¢ + B;),
e"coso"=M"cos(gt+ B) + Mjcos(g, ¢t + 3;) + Mjcos(ga¢ + Bs) + Mj cos(gst + B3).

On en conclut

Misin(gel +Bs— gt — B3 +...+M"sin(gt + B — g3t — B,) .
Mi+Mjcos(g:l+B8s— g3t —By)+...+Mcos(gt+p —gst—8,)

tang(w"— g3t — B33) =

Or, il arrive que les rapports
MMMy
M’ M M

sont petits et égaux au plus & ;. On voit donc que la partic moyenne de &” est
&3t + B,, et que la difféerence ©”"— g,¢ — B, se compose sculement de termes
périodiques petits; de sorte que l'on peut dire que g, est le moyen mouvement
annuel du périjove du quatrieme satellite, et c’est a ce titre que Delambre a pu
le tirer des observations.

Dans les équations (1II), on a

=M, (=N
Delambre a trouvé
C"= 756%,605 = 244",93,
C" = 9265", 56 == 3002",04;
d’ol
M;

(C) M—,-: =0,0816578.
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Les équations analogues aux équations (16) du Chapitre 1I sont de la forme

Q& My 4+ ' M)+ A" M)+ A"M; —o,

a"o|M3+ ...................... = o,
(D)

Jo,M;+ ...................... =0,

&’M,—F ...................... :0,

ou les coefficients .o sont des fonctions connues de g, m, m’, m”, m” et .
J I *

L’élimination de M,, ..., M; entre les équations (C) et (D) donnera deux
équations entre les cinq inconnues m, m’, m”, m" et .

Le terme IV est le plus considérable de X', apres celui qui se rapporte au
plan fixe de Laplace, et il est facile de voir que b, est le moyen mouvement an-
nuel du nccud de I'orbite du second satellite. Delambre a trouvé

b, =133 870" =43 374" = 12°2'54".

Si I'on élimine N,, N|, ..., N} entre les équations (11) du Chapitre III, on
trouvera la derniére des relations cherchées. Cette relation se réduit approxima-
tivement a

(16) — b= ]=0)+[1]+(1,0)+(1,2) +(1,3).

Il convient d’observer que C” est petit et doit étre assez mal connu; C” répond
a 117°en temps, soit un peu moins de 2™; les éclipses du second satellite s’ob-
servent moins bien que celles du premier; des erreurs de 10* ou méme de 20°
sur une immersion ou une émersion peuvent étre commises assez facilement;
c’est 1a certainement une cause d’incertitude dans la détermination des masses
des satellites.

Donnons quelques indications numériques sur le calcul de ces masses.
L M, M, , . - ,
es rapports N et y Sontpetits; dansune premiéere approximation, les équa-
3 3
tions (D) pourront étre réduites a

»”

A - A" % = A" + 0,0816578 A" == 0.
3

C’est ainsi que Laplace a trouvé les équations suivantes :

(17) 6735 — 29471 — 363m — f1g3m" = o,
(18) 1834 m" + 791 m" — 2090 mm” + 1829 m"* — o,
(19) 257 —1736p — 267 m — 124m" +3514m" —o.

Je laisse de coté I'une des équations (D), dans laquelle les termes obtenus,
apres avoir fait M, = M, = o, sont positifs, d’ailleurs tres petits. Enfin, I'équa-
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tion (16) donne

(20) 133663 — 109003 — 31574m — 19567 m" — 1804 m” — o.

L’équation (B) combinée avec trois des équations précédentes, par exemple
(17), (19) et (20), donnera les inconnues. On trouve ainsi

m = 0,178,
m’'=o,88a, - =1,0088,
m” = o0,465.

On se servira de ces valeurs approchées pour déterminer%}w:, et %—,:, par deux
des équations (D), et I'on portera les valeurs ainsi trouvées dans les deux
autres ; on complétera de méme I’équation (16) en tenant compte de N, N', ...,
N7, et I’'on continuera jusqu’a ce que deux calculs consécutifs donnent le méme
résultat.

Damoiseau a déterminé une nouvelle valeur du coefficient C” dans la longi-
tude du troisieme satellite. La valeur ci-dessus, 245", 14, adoptée par Laplace,
répondait 4 116%,73 en temps. Damoiseau I’a remplacée par 65%,073, qui n’en est
guere que la moitié. D’aprés son Manuscrit, conservé a la bibliotheque du
Bureau des Longitudes, cette correction, ainsi que toutes celles qu’il a appor-
tées au troisieme satellite, proviendrait d’un calcul particulier dans lequel on
aurait tenu compte de quatre-vingt-treize éclipses completes de ce satellite,
observées entre 1740 et 1824. En introduisant le nouveau coefficient, 65°,073,
on modifie trés sensiblement les masses, ainsi que M. Souillart I'a montré et
que cela résulte du Tableau suivant :

Laplace. M. Souillart.
Mooiiereeiinoannnnn. 0,173281 0,377267
Myt 0,232355 0,245305
m.o..oo e 0,884972 0,821795
Mot 0,426591 0,231233

On voit que le principal changement consiste en ce que la masse du quatrieme
satellite est presque réduite & moitié, tandis que celle du premier est plus que
doublée.

32. On a maintenant tout ce qu’il faut pour calculer les racines g, g,, g, et
&s (déja obtenue), ainsi que les rapports

W oM MM MY
MM M M M MY
M, M, M, M, M, M
MM MY MDY MG
T. — IV, "
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On trouve que ces rapports sont inférieurs a 1, et souvent méme assez petits.
On aura donc

e sine =M sin(gt +8) +..., € cosw =M cos(gt +B) +...,
e sine' =M|sin(g,¢+By)+..., € cosw’ =Mjcos(gt+By)+...,
e’ sinw’ =M; sin(gyt+ ) +. .., e"cosw” =M; cos(gat +Ps)+...,
e” sinw” =My sin(gs¢ +3;) +..., € cosw”’ =M, cos(gst+Ps)+....

Laplace appelle M 'excentricité propre du premier satellite, et gz + 3 la longi-
tude de son perijove propre, de méme M, et g,¢ + B3, pour le deuxieme, etc.
Les formules

o¢v —=aM sin({ — gt —B8)+2M;sin({ — g, t—By)+...,
o' =aM'sin(l'— gt —3) + 2M{sin({'— gyt —By)+...,

......................................................

montrent que chaque satellite possede quatre équations du centre, dont I'une
se rapporte au périjove propre de ce satellite, et les trois autres aux périjoves
propres des trois autres satellites. Il reste 2 déterminer par les observations
les huit constantes

M, M’t’ M;» M:? ﬁ: ﬁu {3: et ﬁs-

Delambre n’a pas trouvé, dans les observations, de traces appréciables de
I'existence de M et M|, de sorte que I’on peut supposer

M=o, M, —o.

Ainsi, on peut admettre que les excentricités propres des deux premiers sa-
tellites sont nulles, et les expressions précédentes de v, 8¢, ... se réduisent,
chez Damoiseau, &

ov —2a2M,sin(! — gyt — 3,) +2M, sin(! — g5t — Bs),
ov/ = 2M;sin(l — got — By) + 2 M} sin(l — gst — Bs),
v = 2M; sin(l" — gt — By) + 2M} sin({' — g3¢ — Bs),
00" = aMysin({" — gyt — By) + 2 M5 sin (" — g3t — By).

Nous n’entrerons pas dans plus de détails sur ce sujet, non plus que sur la
détermination des constantes qui figurent dans les expressions des nceuds et
des inclinaisons; nous nous bornerons i dire que les inclinaisons sont données
par les plus petites durées des éclipses, et les neeuds par les plus longues.

33. Historique relatif & la théorie des satellites de Jupiter. — Le pre-
mier essai de théorie est du a2 Newton ( Principes, Livre III, Proposition XXIIT),
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qui avait évalué approximativement la var:ation et les moyens mouvements du
périjove du quatrieme satellite, en tenant compte seulement de la force pertur-
batrice du Soleil, et transportant i ce cas les résultats qu’il avait obtenus pour
la Lune. :

Lagrange (OEuvres completes, t. VI) a donné, en 1766, les équations différen-
tielles du mouvement des satellites, en ayant égard & leur action mutuelle, &
Iattraction du Soleil et 2 I'aplatissement de Jupiter. Il les intégre d’abord en
négligeant les excentricités et les inclinaisons des orbites, et il parvient aux
inégalités dépendantes des longitudes moyennes [formules (D) du Chapitre I1],
et d’oli résultent, dans le retour des éclipses des trois premiers satellites, les
inégalités dont la période est de 437 jours, et que Bradley et Wargentin avaient
découvertes par I'observation.

Lagrange considere ensuite les inégalités dépendantes des excentricités et des
périjoves. Il forme les équations différentielles linéaires (A") du Chapitre II, et
les intégre comme nous I’avons expliqué a cet endroit. Il trouve pour chaque
satellite les quatre équations du centre dont nous avons parlé.

En appliquant la méme analyse aux nceuds et aux inclinaisons, il obtient
pour chaque satellite quatre inégalités principales de la latitude. Mais il avait
supposé que I’équateur et le plan de I'orbite de Jupiter coincident, et cette sup-
position avait fait disparaitre des termes importants.

En méme temps que Lagrange s’occupait de ces recherches, Bailly (Essar sur
la théorie des satellites de Jupiter, 1766) appliquait au mouvement des satel-
lites de Jupiter les formules que Clairaut avait données dans sa théorie de la
Lune. Il reconnut les inégalités dont la période est de 437 jours; mais cette
théorie ne pouvait pas lui donner les quatre équations du centre obtenues par
Lagrange.

Laplace a beaucoup ajouté a I'admirable travail de Lagrange. Il a donné
d’abord la démonstration des deux beaux théoremes exprimés par les relations

n—3n +2n"=o, ! — 30 +2l"=180°,

et montré que ces relations, constatées par les observations pour un certain
intervalle de temps, doivent toujours subsister; il a établi ensuite les formules
de la libration, et déterminé I'influence de cette libration sur les inégalités a
longues périodes.

C'est a lui que I'on doit les inégalités (21) du Chapitre II, provenant de la
réaction mutuelle des inégalités séculaires ct de celles dont la période est de
437 jours. Il a donné les expressions exactes des inégalités des latitudes et
celles du mouvement de I'équateur de Jupiter, et montré enfin que les formules
de Lagrange, pour les inégalités séculaires des nceuds et des périjoves, doivent
étre complétées par des termes du second ordre qui sont loin d’étre négli-
geables.
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Nous avons indiqué, chemin faisant, les perfectionnements de la théorie dus
a M. Souillart; nous renverrons le lecteur & ses deux Mémoires déja cités, et a
une Note des Astron. Nackr., n° 2214.

Arrivé au terme d’une exposition déja longue, et que nous n’avons pas la pré-
tention de croire compléte, nous pensons cependant avoir réussi a rendre plus
accessible une des plus belles théories de la Mécanique céleste, qui est au fond
assez simple et ne parait compliquée que par les notations multiples impos-
sibles a éviter. Nous nous trouverons amplement récompensé d’un travail assez
long si les lecteurs du sujet deviennent plus nombreux et s’y intéressent davan-
tage.

Il est bien a désirer qu'une discussion compléte des observations soit faite a
nouveau, ainsi que la détermination de toutes les constantes, y compris la
vitesse de la lumiere. Le travail dans lequel Delambre avait discuté plus de
6000 observations, et dont Laplace parle a diverses reprises, a malheureuse-
ment été perdu. L’introduction aux Tables des satellites de Jupiter, de Damoi-
seau, présente des obscurités au sujet de la provenance des nombres fondamen-
taux qui ont servi a les construire; quelques-unes ont pu étre dissipées par
M. Souillart a 'aide d’'un Mémoire, resté en manuscrit, de Damoiseau, et que
possede le Bureau des Longitudes.
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CHAPITRE VI.

THEORIE DES SATELLITES DE SATURNE. — PERTURBATIONS DE JAPET.

34. Des satellites de Saturne. — « La théorie des satellites de Saturne
est trés imparfaite, parce que nous manquons d’observations suffisantes pour
en déterminer les éléments. L’'impossibilité ou I'on a été jusqu'ici d’observer
leurs éclipses, et la difficulté de mesurer leurs élongations & Saturne, n’ont
permis de connaitre encore avec quelque précision que les durées de leurs
révolutions et leurs distances moyennes..... Ignorant donc I'ellipticité des
orbites de tous ces corps, il est impossible dec donner la théorie des pertur-
bations qu’ils éprouvent; mais la position constante de ces orbites dans le plan
de ’'anneau, a 'exception de la derniére qui s’en écarte sensiblement, est un
phénomene digne de I’attention des géometres et des astronomes..... Nous
allons ici développer la raison pour laquelle I'orbite du dernier satellite
g'écarte de ce plan d’une quantité tres sensible ('). »

Les observations que réclamait Laplace ont été faites dans ces dernieres
années, grice surtout aux puissants instruments de Washington, Poulkovo,
Toulouse, etc.; elles n’embrassent encore qu’un intervalle de temps assez
restreint; cependant elles ont déja permis a la Mécanique céleste de faire des
progres impossibles a I’époque de Laplace. Nous nous proposons d'exposer assez
complétement I'état actuel de la Science sur ce sujet important.

11 convient d’abord de donner quelques indications genemloq sur les satel-
lites et leurs mouvements.

On connait huit satellites qui sont, parordre de distance croissante a Saturne,
Mimas, Encelade, Téthys, Dioné, Rheéa, Titan, Hypérion et Japet. Le plus gros,
Titan, peut étre apercu avec la lunette la plus faible; aussi a-t-il été découvert
par Huygens en 1655. Son diamétre apparent parait inférieur a 17, de sorte que
son diametre réel serait un peu inféricur a celui de Mars. Une lunette de 4 a

(1) Liprace, Mecanique céleste, t. 1V.



.

86 CHAPITRE VI.

5 pouces d’ouverture permet de voir Japet, Rhéa, Dioné et Téthys que D. Cas-
sini a découverts a 'Observatoire de Paris, de 1671 a4 1684, avec les objectifs
a tres long foyer de Campani. Encelade et Mimas, les satellites les plus voisins
de la planete et qui ont été découverts par W. Herschel, en 1789, exigent déja,
pour étre apercus, des lunettes de 12 pouces. Le plus faible de tous, Hypérion,
découvert simultanément par Bond et Lassell, en 1848, ne peut étre vu qu’avec
les lunettes les plus puissantes; son éclat ne dépasse pas celui d’une étoile
de quaiorzieme grandeur.
Voici quelques-uns des éléments des orbites :

Mimas. Encelade. Téthys. Dioné.
0. ....... 165. o 16756’ 166. 7' 16740
Lovviinnn, 27.36 28. 7 28. 40 27.59
a........ 3.10 3.98 4.93 6.31
T........ ol29"37™ 5 ! 8h53m o 121" 18™26* AL LY ALY

Rhéa. Titan. Hypérion. Japet.
0. 0unn.. 167.45 167.48 168”10 14240
L S 28.22 27.28 27. 5 18.31
@o....... 8.83 20.45 25.07 59.58
Tooonnnn 4 12"25" 120 151 22" 4 1™ 22" 21iGh3g™ 27 79 7" 54™ 17

Eafin, on a pour les anneaux
6 =167°55, {=28°10/,

0, 7, a et T désignent respectivement : la longitude du nceud ascendant, I'incli-
naison, le demi grand axe exprimé en fonction du rayon équatorial de Saturne,
et la durée de la révolution.

On voit que les orbites font des angles petits avec le plan de I’anneau, sauf
dans le cas de Japet.

On apercoit, en outre, des rapports de commensurabilité assezapprochés entre

les moyens mouvements, i pour Téthys et Mimas d’une part, Dioné et Encelade

d’autre part; 73' pour Hypérion et Titan.

Laplace s’est borné a examiner les perturbations du plan de I’orbite de Japet.
M. Newcomb a écrit un beau Chapitre de la Mécanique céleste sur les dérange-
ments causés par Titan dans le mouvement d’Hypérion, ¢t M. H. Struve a trouvé
deux théoremes remarquables concernant les perturbations de Téthys et de
Mimas, puis de Dioné et Encelade. Nous allons exposer successivement ces
divers travaux, ainsi que les additions qui leur ont été apportées par d’autres
astronomes.
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35. Equations différentielles du mouvement de ’'un quelconque des satel-
lites. — Dans le mouvement du satellite M, dont les coordonnées x, y, z sont
rapportées a trois axes de directions invariables passant par le centre de Sa-
turne, nous devons avoir égard aux perturbations provenant :

De I’aplatissement de Saturne;

De I'action de I’anneau;

De I’action du Soleil,

Et des attractions des autres satellites.

Désignons par m,, m,, M, et mV) les masses de Saturne, de I’anneau, du Soleil
et d’un satellite quelconque M;; soient

v=f_,”ft+w, v,_f’"' +W,

les potentiels de Saturne et de son anneau; nous aurons ces équations diffé-
rentielles

/ d"_ar:_’_ my—+ m,+ m _ﬁz
de? r? x_dm’
dy my+my+m 08
) o T =g
d?s my+m+m 052
F+f - I“l — 9z’
(2) Q=W+ W,=fm, ——'i:)-f-z‘fm(j)(._—_ﬁj.)
Al=r*+ri—arr,s, So=cos(rry),

Al=r*+r}—arr;s;,  s;=cos(rry).
D’apres la formule (') de la page 320 (t. IT), on a, pour V et V,, ces dévelop-

pements en séries
v _—_I%(l_k Y: ‘5 —)

,-2
m Y, Y,
v,—_-fr'(:_k,ﬁ+1.r—:—...),
Y, =sin?g —%; Y.=?§sm‘6 —gsm’a + ;, cey

~

. 1 35 5 1
Y,=sin?d,— 5 Y, = — sin*d, — = sin?d, + -
2 1= 3 ‘=1 173 1+ 4'

ou Set g, désignent les déclinaisons du satellite au-dessus de I’équateur de
Saturne et au-dessus du plan de 'anneau; %, /, ..., ,, /,, ... sont des constantes
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dépendant de la distribution de la matiere dans le corps de Saturne et dans
I’anneau. Enfin, les développements supposent que cette distribution est symé-
trique par rapport a I’axe de rotation et a I’équateur de Saturne, de méme rela-
tivement a ’axe et au plan de I'anneau.

Cherchons a nous faire une idée de la grandeur des constantes £, /, k,, {,, en
supposant Saturne et I’anneau homogenes. La formule (c) de la page 321 (t.II)
donne, en désignant paraet b le rayon polaire et le rayon équatorial de Saturne,

_Jmg 3 —a /3 . . |> 3 (b—a?)r/35 . 30 . .2 3\ _ 7.
V= s l—35,—’ ;sm’d—; +5'_7—,“—<'§Sln‘6—§510 6+§ eee | 3

on en conclat aisément

_3 . at 9 . _aat
k_ﬁb<l_F)’ 1—7—0b<l 7)-,))

b—a Paplatissement de Saturne = o,10; si I’on suppose que rdésigne le rayon

b
vecteur de Dioné, on a (voir plus haut) % = 6,31. On en conclut aisément

k )
;;:o,oo:S, ;;:0,000003;

la série converge assez rapidement pour que I'on puisse négliger /.
Pour ce qui concerne I'anneau, la formule (B) de la page 252 (t. II) donne

v,=2 ,}%, Y, = [Pur~dm,
o

ou l'on a
P,=X,X,, pour x=sind,;
3 . 35 . 30 . 3
X, = ;sm’a,—%, X‘=—8—5m‘6.-—-?sm’6.+ 5

pour tous les points de ’anneau supposé plan, on a &, = o; donc

01 W

X’,:—-—, X1:+

Y,=— % <sin=a, - -;;)fr”dm’,

Y, = 9 <§ sin*d, — g sin?d, -+ %) fr"dm';

b

donc

16\ 12
on a ensuite
3
4m,

r'*dm!, L= 9 r'idm!.
16m,
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Si I’on suppose que les rayons limites de I’anneau soient R’ et R”, on aura

dm' _ amr'dr

m; — mR™—aR?’

_f/"dr l_g Jrtdr

RT—R™?’ 8 RM—R"?*’
R p— RIL ero Rls
R T8 48 RT—R?’

>
(l
W

ks
ooloo

Or, on a
R'=1,560b, R"=2,30b.

Si I'on fait le calcul pour Dioné, comme précédemment, on trouve
k {
7,‘ = 0,0709, r_|' = 0,0053.
La série qui donne V, converge donc moins rapidement que celle qui se rap-

porte 2 V; néanmoins, si I’on a égard a la petitesse de la masse de ’anneau, on
pourra réduire V, &
klml
= — sin
(5 —sinta).

Supposons maintenant que le plan de I’anneau coincide avec le plan de 1’é-
quateur, et nous aurons

(3 W+W,_f-m°k+—k'm'<; sin’&):%(-‘--—sin’é).

W, =

3

La constante £ s’obtient en écrivant que 'équilibre a lieu a la surface de la
plankte; on trouve ainsi, comme on I'a vu (p. 4),

(%) k=b=(u—§x.),

ou x et x, désignent respectivement I'aplatissement de Saturne et le rapport de
la force centrifuge a la pesanteur, pour I’équateur.

L’expression (3) pourrait étre en défaut si & et 3, différaient sensiblement
I'un de I’autre; or, on n’a jusqu’ici aucun indice de la non-coincidence des plans
de I’'anneau et de I'équateur; il pourrait encore en étre de méme si I’étude des
mouvements des satellites les plus voisins de la planete décelait I’existence du

terme en 3 dans V,; c’est une question qui n’est peut-étre pas encore vidée
completement.

36. Développement des fonctions perturbatrices. — Nous ne considére-
T. — IV. 12
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rons que les parties séculaires, c’est-a-dire celles qui sont indépendantes des
longitudes moyennes des satellites et de celle de Saturne. Nous pourrons méme
faire abstraction de e}, car les excentricités des satellites sont trés petites. Les
termes ainsi négligés don nentlieu a quelques faibles inégalités auxquelles il faut
avoir égard dans une théorie complete, mais que nous laissons volontairement
de coté. En posant

k'= fmg k + fkym,,

la fonction perturbatrice provenant de I'aplatissement et de I'anneau est

I
— 2 in2d) .
Q= ,—_3<3 — sin o).

soient y'I'inclinaison de I'orbite du satellite sur I’équateur de Saturne, « la dis-
tance angulaire du satellite au nceud ascendant relatif a I’équateur; un triangle
rectangle facile a apercevoir donne la relation

sind = sinu siny’,

d’olt
Ky 1 1

) — e sinty o — cin?ey’

Q== = (3 5 Sinty’+ - siny cosnu).
La portion en S22 est essentiellement périodique; le terme séculaire de = est

27T I

Lf ‘i:;:_—'l——f tﬂ}———————f (1+ecoso\v)dw——l 39
2, T araty/1—etJ, 7 2mad(1— e?)? a*(1 —e?)?

o { et w désignent les anomalies moyenne et vraie. On aura donc simple-
ment

!
(5) Q:%(%—%sin’y’).

. M ar r*\"* p
Q= =2 ) L
0 fro ( ry 2 re

’ . . . “ . . r
En la développant suivant les puissances de la quantité trés petite 72 on peut

My/ , 3st—1r
Q*’—f,o("' st 1'_‘_).

se borner a

2 re

On peut méme supprimer le termef qul ne contient pas les éléments du
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satellite, et prendre

3 P - El 2
N (R L

52o__j.hf.,a’ 3ss—1 _  nmja® 3sp—1

Soient y I'inclinaison de I'orbite du satellite sur I'orbite de Saturne, U, et U
les distances angulaires du Soleil et du satellite au nceud ascendant du premier
de ces plans par rapport au second. On a

s, = cos(rry) =cosU cosUy+ sin U sinU, cosy.

La partie non périodique de s} est

z+ costy
4 4 ’
On aura donc
2
(6) Q.,:g nyat 5 €os?y.

(1—e})?

Considérons enfin la fonction perturbatrice Q; provenant de ’action d’un sa-
tellite quelconque M;. D’apres la formule (37) de la page 309 (t. 1), on aura,
en négligeant e et ¢;,

a1 1
= (N = A0 — - Bp2
Qj._fml <2A° 2B n),

ol v désigne le sinus de la demi-inclinaison des orbites de M et de M;. Si cette
derniere orbite coincide a peu pres avec le plan de ’anneau, on pourra prendre

VS 1.
n? =sin? 7; =z sin?y’ + % sinty'+....

Le terme en sin'y’ peut étre négligé, méme dans le cas de Japet, pour lequel
Y =13°7; du moins, l—%sin‘y’ n’est que la soixante-dixieme partie de [{sin’y’.
Nous pouvons donc prendre

(7) Q, = fmi) (é A®— g B sin’y’).

A©® et B sont des fonctions homogenes et de degré — 1 de a et a;, dont les
expressions ont été données dans le Tome I, p. 298.

37. Perturbations séculaires de Japet. — Les lettres non accentuées se
rapporteront a ce satellite. La fonction perturbatrice Q sera la somme des ex-
pressions (5), (6) et (7); elle dépendra de y et de y’ qui introduiront les élé-
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ments i et 0, et aussi de @ qui sera constant, puisque Q ne contient pas la lon-
gitude moyenne /. On trouvera ainsi

(8) Q=K cos?y + K’ cos?y’,

en faisant

3 nlat

(9) K=3 ——5>
8 (l—e“,)%

K'_.ﬂ.,_lfz mUBM

T a2a® 8 :

B est défini par I’équation

3
2

- 1
aa;(a*+ al —aaa;cosy) * = ;B<°’+ B cosy + B cosa—+....

En faisant

a sera toujours < 1, et 'on aura
B = g bf:_”,
d’ou
(10) K="X 4 =/ X maby;
8a E

2a®
le signe ), s’étend a tous les satellites intérieurs.

On aura ensuite, .en appliquant aux équations (1) la méthode de la variation
des constantes arbitraires et négligeant e?,

(1) Bo_L & di_ 142
dt ~ natsini Ji dt natsini 90

C’est de ces équations que I'on conclura les inégalités séculaires de i et de 0,
apres avoir remplacé Q par son expression (8), et y et Yy’ par leurs valeurs en
fonction de ¢ et de 6.

Jai montré (Annales de I’ Observatoire de Toulouse, t. 1) que I'on peut trouver
aisément I'équation de la courbe décrite sur la sphere céleste parle pole de I’or-
bite, sans effectuer I'intégration complete des équations (11). On en tire, en

effet
’ d2 _ 02dy 02 di _
ad - wa T ="
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ce qui donne I'intégrale
(12) Q@ =K cos?y + K' cos?y’' =,

laquelle exprime une relation simple entre les angles y et ¥ que fait le plan de
l'orbite du satellite avec I'orbite de Saturne et le plan de I’anneau.

Je vais déduire immédiatement de cette relation que le pole de I'orbite décrit
une ellipse sphérique.

Soient en effet D (fig. 2) le pole boréal de I'orbite de Saturne, D’ celui de
l'anneau, M celui de 1’orbite de Japet, on a

MD=y, MD'=y, DD'=A,
A représentant I’angle du plan de I’anneau avec 'orbite de Saturne.

Fig. a.

Soient X,, Y,, Z,; X, Y,, Z;; X, Y, Zles coordonnées des points D, D’ et M
par rapport a trois axes rectangulaires se coupant au centre de la sphére. On

aura
cosy = XX, + YY, +ZZ,,  cosy' =XX| + YY, +ZZ,,

et ’équation (12) deviendra
K (XX, + YY, ++ ZZ,)* + K’ (XX/, + YY, + ZZ, )* = C;

c’est I’équation d’un cylindre elliptique qui, par son intersection avec la sphére,
donnera la courbe cherchée qui se trouve bien étre ainsi une ellipse sphérique.
Mais je ne garderai pas les coordonnées rectangulaires pour étudier cette

courbe.
Je vais chercher directement son centre C, qui est évidlemment sur I’arc DD".

Soient
Ch=:{ CD'=/, CM=p, D'CM=y,
on aura
€0Sy = co0sicosp — sini sinp cosg, cosy’ = cos#' cosp + sinZ’ sinp cos g,
K (cosicosp — sini sinp cosg)? + K'(cosi’ cosp + siné sinp cos¢)*=C.

Disposons de ¢ et de &’ de fagon a annuler dans cette équation le coefficient
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de cosg; nous trouverons

(13) K sin2¢{=K’sin2?,
puis
(14) cos?p(K cos?i + K’ cos?i’) + sin?p cos?¢ (K sin?i + K'sin*¢’)=C.

On a, d’ailleurs, 27 + 27 = aA, et cette relation combinée avec la formule
(13) donnera

tang2i — K’ sin2A tang 24 — K sin2A
82 = K K cosaA’ 82 = K" KcosaA’
. K + K’ cos2A C K + K'cos2A
2cos*i=1+ ’ asin*i—=1— >
VK?*+ K + 2KK' cos2A VK*+ K"+ 2KK cos2A

et des valeurs analogues pour cos?? et sin?¢'. L’équation (14) deviendra donc
q

cos?p (K + K’ + VK'+ K+ aKK' cos2A)

(15)
+sin®pcos?¢ (K + K' —/K*+ K" + 2KK' cos2A ) =2C.
Ona
, KK' .
K?+ K'*+ 2KK' cos2A =(K + K )’ [! -_— (KA—F—KI)’ sm’A];

si donc on pose

K . . _aVyKK' . . .
K =tang'e sinaB KK sinA =sinAsin2a,

I’équation (15) donnera

€ Kcosty,+K'cos?y,
K+K ™ K+ K

cos?p cos?B + sin?p cos? ¢sin?B = =cos*N,

en désignant par y, et y, les valeurs initiales de y et y’, et par N un nouvel
angle auxiliaire. Nous aurons ainsi cet ensemble de formules,

K' . . .
tangla = —, sinaB —=sinA sin2a,
K
16 .
(16) cos?N = cos?y, cos*a + cos?y, sin*a,
sin*N =ssin'y, cos?a + sin?y, sin*a,
(17) cos?B cos?p + sin?*B sin?p cos?¢ = cos?N,

dont la dernitre est I’équation de la courbe; les relations (16) font connaitre
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les quantités auxiliaires N, B, « en fonction des constantes K, K, A, y, et ¥,.
Cherchons les axes 2p’ et 25" de notre ellipse sphérique, 2’ étant dirigé sui-
vant I'arc DD’. Nous aurons & faire, dans I’équation (17) ¢ =o0 et g =qo°;
nous trouverons aisément

€OS
”— _——— _—
(18) cosp’ = cos cos2p

on peut constater sans peine I'inégalité o’ > ¢”.

Laplace a considéré un plan fixe, précisément celui qui a pour pole le
centre C de notre ellipse sphérique; il dit que I'orbite du satellite se meut en
gardant sur ce plan fixe une inclinaison & peu prés constante. C’est dire que
Iellipse ne differe pas beaucoup d’un petit cercle de la sphere. Nous allons
donner la raison de ce fait. L’angle B n’est pas trés grand; il est au plus égal &
13° ou 14°; s’il était nul, les formules (18) donneraient

p'=p"=N.

Dans tous les cas, cosB et cos2B ne different pas beaucoup de 1, et la diffé-
rence p' — p” sera assez petite: on a

N':P = tang? —B;—a tang(N — p’) tang (N + p') = tang?B,

Y
tang Y . ? tang

d’ou I’on tire ces valeurs approchées,

B
 Jid
tang tang!B

N—¢ tang’R
tang2N

— = tangN "’ tang(N —p') =

tang

Nous verrons plus loin que la différence p’ — p” est d’environ 14’, quantité
petite, mais non négligeable.

Soit AA’ le grand axe de ’ellipse; on voit que la valeur de y = MD sera tou-
jours comprise entre DA et DA’, et la valeur de y' =MD’ entre D’A’ et D'A.
Nous voyons donc que jamais 'orbite de Japet ne pourra coincider, ni avec le
plan de I'anneau, ni avec 'orbite de Saturne.

38. Loi du mouvement du pdle sur son ellipse. — Si I’on prend pour
plan des xy le plan fixe de Laplace, I'origine des longitudes étant fixée a I'in-
tersection de ce plan fixe avec le plan de I’anneau, on aura
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et la seconde des équations (11) donnera

dp___1__ 92
dt — na'sinp d¢
Or, @ =Kcos*y+ K'cos*y’ a pour expression, en fonction de p etde ¢, la
moitié du premier membre de I’équation (15), ou encore )

(K +K') (cos?p cos®B + sin?p sin?B cos?¢).

On trouvera donce

aK

— ———— sin*psin?’B sing cos¢.
sinp cos'a P peose

dp

2 4P _

na =
Nous allons éliminer ¢ 4 I’aide de I’équation de I'ellipse que I'on peut écrire,

en introduisant p’ et 3”,

cos?p” — cos?p’

cos?p + sinp cos?o = cos®p”;

sin?p’
d’ou
sin*p costp = sint! 05 PT—COSTp
(19) cos?p” — cos?p’
19
sin®p sin*¢ = sin?p” w’
COS’P” —_— COS’P'
a 2K ; sinp’ sinp”
nat Z‘tz = sinpcos'a 2 COS,PIIP__ cops’p' \/(cos’p’—cos’P)(cos’p — o).

Si I'on pose, en désignant par (. une nouvelle variable,

€os*p = cos?p” cos*u + cos?p’ sinty,
, d>
on trouve que la valeur précédente de > donne

(20) 4 __Ha,
Vi— hisintp

ol I’on a fait

cos?p” — cos?p’

21 h*=
(21) cos?p”
_ 2K  sin*Bsinp’sinp” cosp”
T natcosta  cos?p” — cos'p’

En remplagant p’ et p” par leurs valeurs (18), I'expression de H se simplifie et
devient

cosNycosaB
na?cos'a

(22) H=2K
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On voit que I’on est ramené a des intégrales elliptiques, et les formules (19)
et (20) donneront, en désignant par ¢, une constante arbitraire,

@ =am(H¢, — He),
sinp cos@ = sinp’ siny,

(23)

[ sinp sing = sinp” cosp.

Le module 4 est voisin de zéro; il convient de procéder a des développements
en séries, en négligeant 2*. On trouve successivement

dp. (x+ -;- h? siu’p) =dp (x+ % h? — ?I‘ h? cosny) =—Hd,

p=H(t, —t)+ % sina H' (¢, — ¢),

H
H = —
14 'Z'
1
. . 1— 5 h*sin?*H' (¢, — ¢)
sino” sinp”
tange = Siﬂ'P' cotp— sin‘;;’ & cotH'(¢, —¢),

1+ 7" h*cos*H' (¢, — ¢t)

tangey = (1 — 2!) cotH'(¢, — ¢),
| = sinp’—sinp’ = A*

—  asinp 8’
{est une petite quantité de I’ordre de A*. En posant

g=go° —H'(t,— t)—e¢,

on trouve aisément
e=IsinaH'(¢, — ¢);

soit encore
¢y =go°— H'¢,,

il viendra
(24) ¢ =@, +H't—Ilsin(2¢9, + aH'¢).

La valeur de ¢, se déterminera au moyen de la valeur ¢, que prend ¢ pour

t = o, par la formule
9o =¢; — Isinag,;

@1 = ¢o + Isin2¢q,.

On a ensuite par I’équation de I'ellipse,

. sinp’ sinp” _ sinp’
8INp = —== ———— e s ’
Vsin®p” + (sin?p’ — sin?p”) sin?e \/H_ sin {;i;:,m p sin® (g, + H'z)

T. — IV, 13
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et I’on en tire sans peine
(25) p=p'— (p' — p")sin*(¢, + H'¢).

Les formules (24) et (25) résolvent le probleme avec une précision suffi-
sante. On a, d’ailleurs, comme on le voit facilement,

1+ cos?p’

—(p— o
(26) t=(p'—¢" 2 sinap’

On voit que ¢ a un double mouvement de précession et de nutation ; le terme
de précession est positif, et comme la longitude du nceud sur le plan fixe de
Laplace a été représentée par — ¢, le nceud de I'orbite du satellite a son mou-
vement de précession rétrograde.

39. Discussion des observations de Japet. — La discussion la plus com-
plete a été faite par M. H. Struve (Beobachtungen der Saturnstrabanten, Supplé-
ment aux Observations de Poulkovo, Saint-Pétersbourg, 1888 ). Les séries d’ob-
servations utilisées sont celles de Bernard 4 Marseille,de W. Herschel, de Bessel,
de Jacob, de A. Hall, et enfin de H. Struve lui-méme. Les valeurs de la longi-
tude du nceud, 0, et de inclinaison ¢, rapportées a I'écliptique, telles qu’elles
résultent d’une discussion approfondie, sont renfermées dans le Tableau sui-
vant, qui contient en outre les dates moyennes des observations :

0. i.
1787,7..... 144.18.4 19.17,2 Bernard ot Herschel
1832,5..... 143.24,5 18.52,6 Bessel
(37) 1857,5..... 143. 2,0 18.43,0 Jacob
? 1878,5..... 142.26,6 18.33,3 A. Hall
1885,6..... 1§2.12,4 18.28,3 H. Struve

Pour obtenir ces nombres, on a appliqué en signe contraire 4 0 et i les inéga-
lités périodiques
A0=18',46sin(2!, — 22, + 4°,4),
Ai=12',68cos(2!, — 2%, + 4°,4),

qui proviennent de I'action du Soleil, /, et 3, désignant respectivement la lon-
gitude du Soleil et celle du nceud de I’écliptique sur ’orbite de Saturne.

M. H. Struve applique les formules (11) qui deviennent, en remplacant K par
sa valeur (9),

. .df 3 , 0y’
sini 7 = — A —’—- (SII]/COS}' -1 + X smy cosy’ —dL>’
n(r—ed)r
sinii‘ =+ -3- " siny cos E— siny’ cosy’ 07
7R 7 Y 00 7 v
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Soient (fig. 3)
zA lécliptique,
AC lorbite de Saturne,
BC 'orbite de Japet,
xzA =46, BAC =, BC =4.
Fig. 3.
—
/
—_ )

Le triangle ABC donne

€08y = €08 cosi, -+ sini sini, cos(6 — 6,),
i , b4 :
t REY .
ol ’on tire

siny % =sinicosi; — cosisini; cos (8 — 6,) =siny cosy,
siny g% — sinisini, sin(6 — 6,) = sinsiny sin¢.

Les expressions précédentes de %g et de g—: deviendront donc, si I'on utilise

lesrelatlions analogues pour - et -~

S 3 ny . K . , . ,
sini -~ =— ; ——2——(sinycosy cosy + - siny’ cosy’ cosy’},
de b on—eny K
(28) 3 . ° ’
di 3 n} . . K . , p o
-- =+ 7; ———(siny cosy siny + == siny’ cosy’ sin¢y’ ).
de 4 1 K
n(1—ey)

¢’ est I’arc intercepté sur I'orbite du satellite, entre I’écliptique et le plan de
I'anneau.

M. Struve a calculé par les formules précédentes les variations annuelles A0
et Az, pour 1785,0 et 1885,0, en remplacant dans chaque cas<y, y', ¢, ¢’ et ¢ par
les valeurs correspondantes; ce double calcul a pouar but d’éviter la considéra-
tion des termes du second ordre. Il a trouvé ainsi

Pour 1785. Pour 1885.

A9 =—12',647 + V', 446 %, A0=—2’,632+|',533%.

1 !

l—(-K, Ai =+ 0,073 —o' 816 L

Al =+ 0,083 —0',715 K
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ne pourra pas espérer obtenir m,, avec quatre chiffres significatifs. Quoi qu’il
en soit, en portant ces valears dans les équations (29) et (30), elles deviennent

183,4 =(3,2143)2 + (5,8372) my,,
1800 = (4,8404)A + (6,0808)my,
d’ou

A =o0,02227, my— -
J’avais obtenu autrefois (Annales de I’observatoire de Toulouse, t. 1), par la
discussion d’une observation faite par Cassini Il en 1714, .

1
11000’

my =

ce qui conduirait pour la masse de Titan a une valeur trois fois plus faible, au
moins, que celle a laquelle arrive M. H. Struve. Mais I'observation dont il s’agit
consiste en une simple estime, ou plutot, dans ’extrapolation de résultats esti-
més. Le dessin de Cassini présente d’ailleurs des particularités difficiles &4 com-
prendre. Il n’y a évidemment pas de parallele a établir entre les conséquences
que I'on en peut déduire et celles qui sont fondées sur des séries nombreuses
de Bernard, Herschel, Jacob, Hall et Struve; de sorte que la valeur nouvelle

my = 4700

présente toutes les garanties. Nous verrons d’ailleurs, dans le Chapitre suivant,
qu’elle est confirmée par la théorie des perturbations d’Hypérion.

41. Masse de l’anneau. — On a les formules

I
M=kt 2k, k=b’(x—;x,),

d’ou y
1 my ky
l:l—;)ﬁ-‘-;—l—; —1;5—0,0223-

Or, on a mesuré l'aplatissement de Saturne x, et ’on peut calculer aisé-
ment x,. M. H. Struve adopte

1
x— o =o0,0194,

et il en résulte
”l‘ kl

my B = 0,0029.
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On a, d’ailleurs, en supposant ’'anneau homogene (voir la page 89g),

ky _ 3R +R"™? .
7 R et L
cela conduirait a
ﬂ 1

m, ~ 1000

Mais il ne faut pas se dissimuler que cette détermination est presque illusoire,
d’abord i cause de I'influence des masses imparfaitement connues sur la valeur
de Ia constante A, ensuite et surtout parce qu’il suffirait de légeres modifica-
tions de x et de b pour la changer beaucoup, et il suffit d'un coup d’ceil jeté
sur les déterminations de x et de &, obtenues par des observateurs tres habiles,
pour reconnaitre la possibilité de telles modifications.

Remarque. — 8Si, dans la formule (29), on néglige ¢, et ce qui dépend de I'at-
traction des satellites, il vient

3M, _at

rwrwad
Ahm, al b?

LS

K
de sorte que, quand on considere des satellites plus voisins de la planéte, %
décroit rapidement, comme a®. On a donc, au lieu de I’équation (12),

K’ cos?y’ = const.

Ainsi, I'inclinaison de I'orbite d’un satellite sur I’anneau demeure constante
et toujours tres petite si elle I'a été seulement 2 un moment donné.
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CHAPITRE VII.

THEORIE DES SATELLITES DE SATURNE. — PERTURBATIONS D'HYPERION.

42. Recherches sur le mouvement d’Hypérion (Mémoire de M. New-
comb intitulé : On the Motion of Hyperion, a new Case in Celestial Mechanics,
Astronomical Papers, t. 11I). — Hypérion, nous I’avons dit déja, est le plus faible
de tous les satellites de Saturne. Il a été observé, pendant quelque temps, par
Bond en 1848, et par Lassell en 1848, 1850, 1852, 1853, 1860 et 1864. Ces ob-
servations, dont la précision laissait peut-étre un peu a désirer, n’ont été
employées qu’'a une premiere détermination de ’orbite, qui ne parut rien
présenter d’extraordinaire, sinon que l’excentricité était beaucoup plus forte

que pour les autres satellites; elle était d’environ - Ce n’est qu’en 1875 que

nous trouvons de nouvelles observations d’Hypérion. La grande lunette de
26 pouces, de Washington, nous a révélé des particularités bien imprévues.

Les observations de M. A. Hall, faites en 1875, ont donné pour la longitude
du périsaturne d’Hypérion 174°. Il résulte des observations de Lassell qu’en
1852 la méme longitude était de 240°. Les deux directions du grand axe de I’or-
bite font donc entre elles un angle de 66°; et cette rotation des apsides est bien
certaine, malgré la difficulté des mesures, car I’excentricité de 'orbite est tres
prononcée.

Quelle pouvait étre la cause de cette perturbation considérable? Il fallait évi-
demment la chercher dans I’action des autres satellites et, en particulier, dans
celle de Titan.

D’abord, il est évidemment le plus gros de tous; ensuite, sa distance
moyenne a Saturne (20”,5) differe peu de celle d’Hypérion (25",1). La plus
petite distance d’Hypérion a Saturne étant de 22,6, la distance des deux satel-
lites peut s’abaisser & 2”,1 et devenir ainsi 12 fois plus petite que la distance
d’Hypérion a Saturne.

En attribuant a Titan une masse égale seulement & IT;.O—O, son action sur Hy-
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périon pourra atteindre %ﬁ; = 7l6 de I’action de la planéte (avec la masse de

Titan 3710—0 donnée dans le Chapitre précédent, on trouve -3% au lieu de 7%) C’est
une force perturbatrice considérable, dont I'effet se trouve encore augmenté par
cette circonstance que les moyens mouvements des deux satellites sont a trés
peu prés commensurables. Il résulte, en effet, du Tableau de la page 86, que

I'on a, en désignant par T et T’ les durées de révolution de Titan et d’Hypé-
rion,

T n__ 4

T‘_—. Py =§ -+ 0,00I.

Il en résultera donc une inégalité a longue période, dépendant de ’'argument
41’ — 31, inégalité qui sera d’autant plus sensible que, relativement aux excen-
tricités, elle sera de I’ordre 4 — 3 = 1; elle contiendra donc un facteur e ou ¢’; or
¢ est assez grand.

Javais appelé I'attention des astronomes sur ces particularités (Observatory,
t. III, p. 235). Pour aller plus loin, il fallait de nouvelles données de I’obser-
vation.

Voici celles qui ont été fournies par M. A. Hall (Monthly Notices, mai 1884) :

Date. a'. e'. o'. o—uo.
1852,9.......... 217305 0,1201 240,18 28’
1875,7.......... 216,25 0,1026 174,24 94
1876,7.....0.n.. 216,52 0,1290 156,92 I
1879,8.......... 211,17 0,0780 93,17 175
1880,9.......... 212,41 0,0823 60,01 208
1881,9.......... 213,05 0,0898 36,91 231
1882,9.......... 215,46 0,0884 20,04 248
1883,9.......... 212,90 0,0082 353,27 275

M. Hall en conclut que la valeur de @’ est représentée a fort peu pres par la
formule

w' = 174° 24 — 20°,344 ¢ — 0°,103¢2,

ot ¢ désigne le nombre d’années compté a partir de 1875,7. Ainsi, le périsa-
turne d’Hypérion fait une révolution dans le sens rétrograde en dix-huit ans, et,
de 1852 a 1875, son mouvement a été, non de 66°, mais de 66° + 360° = 426°.
Cest 1a une découverte qui fait honneur 2 M. Hall, et qui a demandé une

longue suite d’observations difficiles, en méme temps qu’une discussion bien
conduite.

43. C'est ici qu’intervient la théorie avec M. Newcomb ; les inégalités sécu-

laires de &’ seront données par la formule suivante, qui résulte de formules

T. — IV. 14



106 CHAPITRE VII.

connues (t. I, p. 169 et 405),

& = Lma'n i AL+ AP + [AY — AN — AP] S cos (o' — w) .

On a remplacé y/1 — ¢'? par 1, et négligé le terme en %%‘ ; d’ailleurs, dans tout
ce qui suit, nous ferons abstraction de l'inclinaison mutuelle, trés petite du
reste, des orbites de Titan et d’Hypérion. Voici les données numériques d’ou part
M. Newcomb :

Titan. Hypérion.
Moyen mouvement sidéral diurne... n= n: 57700 "= 16:91988
Périsaturne (1880,0).............. w= 268,6 o'= 88,0
do ° do’ o
Mouvement annuel................ Z= 0,50 =" .3
Excentricité...................... e= 0,0287 e€= o,100
Rapport des moyennes distances.. . . g =a=0,825

En supposant m = ——; la formule précédente donne un mouvement direct
10000

de 3° par an, tandis que le mouvement observé est rétrograde et de 20° environ.
M. Newcomb remarque ensuite que I’on a

4n' = 67°,6795, 3n =67°,7310, 4n' —3n=—0°0513;

én un an
4n' —3n—=—18°,8.

Or, le mouvement annuel de &’ est de — 20°, quantité trés voisine de

—18°,8.
Ily a donc lieu de penser que, si ’on considére I'argument

V=4l —3l—o,

sa partie proportionnelle au temps sera nulle, et que V' sera constant, ou bien
oscillera autour d’une valeur moyenne constante C. On en conclut, dans cette

hypothese
P ' 30— 1)+ — o' =C;
de sorte que, si I’on cherche les conjonctions des deux satellites, on aura

(1) I —o' = =C.

Or, pour que les inégalités séculaires aient un sens pratique, il faut que, dans
le cours du temps, les inégalités périodiques se détruisent; 4 une longitude
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moyenne donnée de I'une des planétes doivent correspondre successivement
toutes les longitudes moyennes de I’autre, et, en particulier, les conjonctions
doivent se produire en tous les points de chaque orbite. Or, d’aprés la for-
mule (1), les conjonctions auraient toujours lieu dans le voisinage d’une
méme anomalie moyenne d’Hypérion. Il est donc impossible que les termes en
cosi(/' — o’) se détruisent, et le mouvement progressif du périsaturne sera produit,
non pas seulement par les termes séculaires, mais par les termes périodiques.

M. Newcomb considére, aprés ce préambule, les termes principaux de la
fonction perturbatrice R. Nous allons reproduire son exposition, en supposant
toutefois nulle la petite excentricité de I’orbite de Titan et faisant

a'R=i b 4 e*Cy+ €' Cycos(4— 3l —w').

Il calcule les 5@ et leurs dérivées premieres et secondes, et trouve

i b6, a %:)- a? d;—:(:-)-
| T 2,61 2,39 13,33
P —o0,25 5,84 4,48
2........ cereaes 0,79 2,82 14,1
S 0,56 2,61 14,8
oo, 0,41 2,36 15,2

don il déduit
Ldbo) y d®
Co=gegg T 5% g =+ 227

(3)
Clng(')-l-';ddja =+ 3,26,
dlogc—f
a’-———a——m 1;
da T

les valeurs de &) et de ses dérivées ont recu les corrections respectives
—a=? +aa"? —6a?

pour avoir égard a la seconde partie de la fonction perturbatrice

zx' '+ 53’
_m_Lg{L.

44. Equations pour la variation des éléments. — Ces équations sont
tournies par les formules (%) (t. I, p. 169), en conservant seulement les termes
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principaux; on trouve

dn' s 9(a'R) de' mn' d(a'R)
T =3 W T T e
dw' _ mn' d(a'R) dg' JR

= T Ay — = —amn'a'* —
dt e~ ode' de Ja’

11 vient cnsuite, en ayant égard aux données numériques du numéro précé-
dent, ’

(f;‘ —3,26mn'sin(40— 31— w'),
/
4’ [4 3+ 228 cos (40— 31—)),
(2) { dn
= 39,1mn'*e'sin(4l —3l—w'),
de’ 10 " !
2 =+ 42,2mn'e'cos (4l — 3l —w').
Si I'on pose

V=4l —31—o,

et que I’on remplace e et ¢ par leurs valeurs numériques, il vient

1
% =+ 3,91mn'*sinV/,
!
(3) %it =+ 4,32mn'cosV’,

!

% — mn'(4,53 + 32,6 cos V').

La derniere de ces équations montre que, si ’angle V' conserve une valeur
constante, le terme + 32, ()cosV’ peut étre beaucoup plus grand que I’ensemble

o de'’
des deux termes séculaires de 2 —; > Mais, pour que —- soit négative, il faut que

cos V' soit négatif.

45. Equation différentielle pour la libration de V'. — En considérant le
mouvement de Titan comme elliptique, on a

do’
dt’
@V de B de
drt =Yg ThaE T am

dv,—l !
W—.4n—3n+4d—t—
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Or on trouve, en partant de (3),

]
4“’1_': = 15,64mn"sinV,
daz¢’ . dv'
AW —=—16,9 mn'*sinV' T de’
dw ey AV
- = 32,6 mn'*sinV i

1
En substituant ces expressions dans celle de %‘:—, et faisant

t'=n't,
il vient
drv’ dv’

i 3 1 inv/ &Y .
0 =15,6msinV' +15,7msinV T

Il est remarquable que les coefficients 15,6 et 15,7 sont a fort peu pres égaux
entre eux. On peut écrire

a2V’

1
i =15,6msinV’ (1+ av )

i
Cette équation admet I'intégrale premiere

dv’ A i
i log (1 -+ W) +15,6m cosV' = const.,

comme on s’en assure aisément. Supposons qu’a un moment donné on ait
V=V,et —7 = ©; la constante se détermine immédiatement, et il vient

!

av av’ '

(4) i log (|+ 77’) =15,6m (cosV,— cosV').
. av' . . : o

La fonction de —> qui constitue le premier membre de cette équation, est

1
ositive quand i varie de — 1 & + . Il doit donc en étre de méme du second.
p q dt

Donc V' doit rester compris entre V|, et 2 — V. Les observations montrant que
V' varie trés peu, il doit en éire de méme des limites précédentes ; donc V, est voisin
de =. Nous admettrons qu’il est égal a w. Alors, on aurait constamment

V' =180°,

ce qui exprime un beau théoreme.
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1

Il est vraisemblable que ‘%’,— est toujours tres petit, V' variant trées lentement

3

et tres peu. Si, dans I'équation (4), on néglige - » il vient

‘2
% =31,2m (cosVy—cos V'),

av’

— H !
-aT’— = lo,6mSan ’

d’ot1, en faisant
V'=180°+ H,

d*H

g = 15,6 m sinH.

En intégrant, et désignant par « et 3 deux constantes arbitraires, il vient
(5) H=oacospt'+ Bsinpt, r=V15,6m.

Telle serait I’expression de la libration. Nous la supposerons nulle dans une
premiére approximation et nous prendrons simplement

V' = 180°.
La derniére des équations (3) donne, quand on y fait V'=180°,

do' ,
T =—128,1mn’.

En égalant cette valeur & celle, — 20°,3, déduite des observations par M. Hall,
il viendrait

_ 20,3 20,3 N
T 28,1n' T 28,1 6180 8500

Tel serait donc le rapport de la masse de Titan a celle de Saturne. Si I’on se
reporte a la formule (1), et que ’on y fasse C =180°, on en conclut que, lors
des conjonctions d’Hypérion et de Titan, le premier est toujours dans le voisi-
nage de son aposaturne.

46. Résolution du probldme par les quadratures. — Dans la discussion
précédente, on a considéré seulement les termes principaux pour chaque argu-
ment, pensant que cela suffirait pour donner le caractére général du phéno-
mene, et conduire 4 une approximation numérique satisfaisante. Mais un exa-
men attentif a montré 4 M. Newcomb que les termes en 2V’, 3V, ... peuvent
avoir une influence plus grande que ceux en V'. Il a trouvé en effet, par un calcul
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sommaire,
aR=...+15¢e"*cosaV'+g5e*cos3V'+...,
d’ot
ei’ d(;;,R) =...+30cos2V'+4 285¢' cos3V'+...=...+30cosaV'+28,5cos3V'+....

Ces termes auront une répercussion considérable sur le mouvement du péri-
saturne, et ’on voit en méme temps que la convergence est trop lente pour que
I'on puisse essayer de les calculer avec précision. Dans ces conditions, M. New-
comb a pensé, avec raison, que le mieux a faire était d’avoir recours aux qua-
dratures mécaniques.

Considérons dans a'R ’ensemble des termes

a'R=rko+ kicosV'4-kycos2V'+....

Comme on néglige encore I'excentricité de Titan, les coefficients £; seront des
fonctions des deux arguments

=01, g=I—w.

En faisant V' = 180°, il vient
8'=180°— 3L,
dR=K\—ky+ Ky— ky+...,

ou les coefficients 4; sont des fonctions périodiques de L. Il en sera de méme de

9R et de _idg_’_mn’a,dR
> dt — ¢ © o¢’

!

Pour avoir le terme constant de ‘;—?, il faut obtenir le terme non périodique
de a’g—‘,, ce qui se fera en donnant 2 L un certain nombre de valeurs numé-
riques, 72 par exemple, distantes de 5°, calculant les valeurs numériques de

,OR
% 9¢ oy
comment on procédera au calcul des valeurs dea’5;- On a

» faisant la somme, et divisant cette somme par 72. Il nous faut donc dire

. 1 __r'cosV,
~ Jr*+ a*—aar cosV, a®
Vi=v'—1, +' = longit. vraie d’'Hypérion.

’

Soit posé

~

! a _
=p, ;,——d.

QY
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On trouvera sans peine

1 p'cosV,

AT a
,OR __  JR dp' , R 9V,

de = 9p' d¢ T ¢ oV, o€’

JR !
a'-d—P,z—acosV.(a%— é)—%’

aR= A*=p't4 a?—aap' cosV,,

,OR . 1 1
@ 5V, =% sinV, <;’—K')°

On aura ensuite, en désignant par f” ct «’ les anomalies vraie et excentrique,

N ! 1 el 1
u'—e'sinu’'=g’, p'=1—¢€ cosu’, tang = = \/lLe, tang%, e'=0,100;
d’ol

dp’ of' _2+¢cosf .

-ﬁ,z—cosf’, —f, =————fsmf’,

de de 1—é€'?
Vi=L+f—g'

Si I'on considere les valeurs
L,, L,+120° L,~ 240°

fl

de L, les valeurs de g/, et, par suite, celles de 3—2—, et de 37 seront les mémes.
On pourra donc donner a g’ les valeurs

o°, 15, 30° ..., 180°.

Les quantités qui interviennent sont d’ailleurs les mémes quand g’ change
de signe; il est donc inutile de faire dépasser 180° 4 g’, dans les calculs prépa-
ratoires. M. Newcomb a obtenu ainsi, par des calculs faciles, les valeurs numé-
riques suivantes :

: 9B, . B
- de’ ’ ade’

o° -+ 1,8

15 + 1,6 345° “+ 1,6
3o “+ 1,2 330 “+ 1,2
45 + 0,4 315 + 0,4
60 — 0,7 3oo — 0,7
7 — 1,8 285 — 1,8
90 — 3,0 270 — 3,0
105 — 4,4 255 — 4.4
120 — 5,9 240 — 5,9
135 — 737 225 — 7,7
150 — 9,7 210 — 9,7
165 —12,7 195 —12,7

180 —13,8
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On en tire
Z,a’d—R =—97,4
de’ T

En divisant par 72, on trouve — 1,35; on a donc, pour le moyen mouvement

du périsaturne,

d . mn'
%BT =—1,35 = 13,5mn’.

En I’égalant a la valeur observée 19°,3, il vient

19,3 1

M= 13,5 < 6180 _ 4320

. y I . . .
M. Newcomb avait trouvé m = -——, parce que, par inadvertance, il avait

employé le diviseur 24 au lieu de 72. C’est M. Hill qui a signalé cette méprise
(Astron. Journal, n°176). Il convient de remarquer que ce n’est que plus tard
que M. H. Struve a donné & trés peu pres la méme valeur, comme on I’a vu dans
le Chapitre précédent.

M. Newcomb cherche ensuite & avoir égard a la libration de V’; il trouve
qu’en posant

I =5 —w, =185°0+19°5 (¢t —1880,0),

on a ces inégalités

o8l/! = — 2°,0sinll, 0w’ = +10°sinll, de' = + 0,017 cosll;

mais, pour cette derniere partie, nous renvoyons le lecteur au Mémoire ori-
ginal.

47. Autre solution. — J'ai donné, aprées M. Newcomb (Bulletin astronom.,
t. I, p. 425), une solution qui me parait encore présenter aujourd’hui quelque
intérét; je vais la rappeler brievement.

Soient P et P’ deux corps, planétes ou satellites, circulant dans un méme plan
autour d’un corps central.

Si nous nous reportons au Chapitre XXII (t. I), nous verrons que les inéga-
lités indépendantes des excentricités sont données par les formules

(6) r=a I:l+m’2 E,cosi(l—l’)], v:l—m’z C;sind ({—1'),
1 1

(7)) r=a l—l-mEE}coSl'(l—l')]y V=Urm Y Csini (1—1);
1 1

T. — IV. 15
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retr,vety,letl’, metm désignent respectivement les rayons vecteurs, les
longitudes vraies, les longitudes moyennes et les rapports des masses a la masse
du corps central.Soient encore 7 et n’ les moyens mouvements; les coefficients
E; et C; ont les expressions suivantes (t. I, p. 365 et 366)

E — n't at dB®  an < BW
TR E(n—n") da’' n—n' ’

n—n'. n' o JB¥) 3n’
= —2 7 tE;-—,-l— -(na" — a’'BW ).

—n' da’ n—n'

On aurait des expressions toutes semblables pour E; et C,. Les quantités B®
sont définies par ’équation

_1 =
(a*+ a'*—2aa’ cos)) = -; B(o) 4 2 B cosiA.
1
En faisant

!
el a,

]
Il
e

i § 1
2 2 —_ phlo) (2) 1 (D — o
(14 a?—a2acosd) 2b + 2 bt cos ik, W=a 2’
1

on peut écrire

. n's W, n+n '
8) Ei——n”—i’(n—ll’)’ <b‘ +ta—w 6o ),
n—n', an' 1 n+in
Ci=—2—7—iE/+ ,-.-(b‘f’+——’—Tb(” ;
n n—n'i n—n

pour i = 1, on doit remplacer &" et b par b") — a% et b} + %- Enfin,ilyalieu

de remarquer que les formules (6) et (7) ne donnent qu’une premiere approxi-
mation, car on a tenu compte seulement des premieres puissances de m et m'.

Supposons actuellement que les moyens mouvements n et »’ offrent un rap-
port de commensurabilité tres approchée, représenté par une fraction de la

forme L ;.-', J étant un entier positif. On aura donc, en désignant par ¢ un

nombre tres petit,

. . .n—n'
(9) Jn—(G+1)n' =an', / 'n,u =1+40.

On voit que le dénominateur n'? — {*(n — n’)?, qui figure dans les for-
mules (8), sera tres petit pour i =j, et qu’il ne le sera que pour cette valeur

! !

dei. Lavaleur de E;sera donc beaucoup plus grande que celles de E},,, E;.,, ...,
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et il en sera de méme de C;. On pourra réduire sensiblement les formules (7) &

( "=a'[t+mE;cosj(I—1V)],
(x0) | /=14 mC,sinj(l—');

mais il faut bien remarquer que cette réduction n’a réellement de sens que si ¢
est une fraction trés petite. Il y a plus; le petit dénominateur, qui rend C; sen-
sible, ne figure que dans la premiere partie de I’expression (8) de C;. On peut
donc se borner a

1

n—n
)’ LS w1
i— — 2 PY {E;,

ce qui donne, en vertu de la seconde des relations (9g),

C,=—2(1+0)E),
ou, 4 fort peu pres,
C,=—2E,.
Si donc on pose
mE; =¢€,

les formules (10) pourront s’écrire

(11) r=a'[1+ ¢ cosj(l—10)], o =U—ae,sinj({—1).

On a

d’od, en remplacant "Tl, par 1 +-'—'J'.;cf et conservant seulement la partie prin-
cipale,

(12) €= 2= [6/)+ (3j -+ 1) b1,

Cela étant, posons

(13) &, =180+ (j +1)I'— I,
et les formules (11) donneront
(14) r=a'[1—¢€,cos(l'—w))], ¢'=U+2¢ sin(l'—o)).

Or ces deux équations représentent, aux petits termes presen e/, €', ..., un
mouvement elliptique képlérien, dans lequel I'excentricité serait ¢’ et la longi-
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tude du périhélie @). Les équations (9) et (13) montrent que le périhélie est
animé d’'un mouvement uniforme tres lent, dont la vitesse est égale a

—on'=(+1)n"—jn;

ce mouvement est rétrograde si o est positif.

De la cette conséquence : alors méme que I’excentricité propre e, (laquelle
est une constante absolue) serait nulle, il y aura une excentricité ¢, produite
par les perturbations, et dont la valeur fournie par I'équation (12) pourra étre
tres sensible.

Les conditions précédentes sont réalisées pour Titan et Hypérion. On a

3n—4n = 0°%0515=18°8 en un an,

J=3, ¢ = + 0,003043.

Donc, dans une premiere approximation, le mouvement d’Hypérion pourra
étre considéré comme un mouvement elliptique, le grand axe tournant unifor-
mément dans le sens rétrograde de 18°,8 en un an.

Si I’'on suppose €,=o0,1, comme on a, pour j =3,

b+ (3] +1) b = 6,544,
la formule (12) donnerait

1
10700

m=—=

H

c’est une valeur trop faible, tenant sans doute aux termes d’ordre supérieur
qui ont été négligés.

Les considérations suivantes serviront a éclairer la solution qui vient d’étre
donnée. M. Hill, dans un Mémoire que nous allons analyser dans un moment,
fait remarquer que la théorie de la Lune de Declaunay permet de suggérer la
forme du développement final de 7 et ¢’, quand on a effectué toute la série des
approximations :

\wzwb+2Awﬂ¢+M+ff}
(15) |
' o =1 -*-zBsin(iL +Jjg+7'g)

ou L =10"— [ désigne la différence des longitudes moyennes, g et g’ les ano-
malies moyennes; les quantités L, /', g et g’ sont de la forme « + P3¢, ol x et 3
sont deux constantes absolues. Enfin, les coefficients A et B contiennent en
facteur €/, e,”, ¢, et ¢, étant les excentricités propres des constantes abso-



THEORIE DES SATELLITES DE SATURNE. 1Ly

lues. On peut concevoir que les conditions initiales aient été telles que e, = o,
e, = o; alors, les formules (15) deviennent

r=a (1-.- 2 AcosiL), o= U4 2 BsiniL.

On a ainsi 'une des solutions périodiques de M. Poincaré; les formules (7)
reproduisent les premieres approximations pour les coefficients A et B.

Remarque. — L’intégrale de Jacobi (t. III, p. 259), appliquée a Hypérion, en
supposant l’orbite de Titan circulaire, donne

1 Va (1—e?) 1
—+ Y " m
2a aya Vrt - a*—aar'cos(v' — 1)

o
— é,— cos(¢' — l)] = const.
Quand M. Hall faisait de longues séries d’observations pour déduire de cha-
cune les éléments @’ et ¢, il est permis de croire que le coefficient de 7 dans
I'équation précédente prenait presque toujours une méme valeur moyenne;
donc, dans ce cas, on devrait avoir

1 va (1—e'?)
— + ————=const,
2a a\/a

En fait, cette relation est sensiblement vérifiée par les valeurs de ' et ¢ don-
nées a la page 105.

48. Solution de M. Hill. — Le Mémoire de M. Hill, dont nous avons déja
parlé plus haut, est inséré dans I’ Astronomical Journal, n° 176. L’auteur suppose
que, 'excentricité de Titan étant prise égale a zéro, le mouvement d’Hypérion
est représenté par la solution périodique

(16) r=a (- +2Acosil‘), =0+ ¥Bsinil, L=U—L

M. Hill admet les données
n —22°,5770090, a =176",915,

n'=16°,9198837, qg'=192" 582 =a'(1 —€')z=0,9a'.

La durée T de la période synodique est

T

T = 63§,6365612, —l;- = 314,8182806.
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Le mouvement de Titan et le moyen mouvement d’Hypérion, dans le temps

T
~» ont pour valeurs
718°,361609 — 720° — 1°38'18", 20,
538°,361609 — 360° + 178°21'41", 8o.

Partons d'une opposition, a I'époque zéro, Hypérion étant a son périsaturne;
T . .
au bout du temps —> nous aurons une conjonction. On aura alors L =o, et,
d’apres 'expression (16) de 7/,

o
%,i =—a' YiAsiniL=o.

Donc, Hypérion sera 4 son aposaturne distant du périsaturne précédent de
178°21°41”,80: tandis que, si le mouvement avait été purement elliptique, on
aurait eu un déplacement angulaire de 180°. La différence

1°38’18" = 5898"

donnera donc I’effet des perturbations d’Hypérion par Titan sur la position de
la ligne des apsides. Or on peut calculer cet effet par les formules de quadra-
ture. C’est ce qu’a fait M. Hill, en supposant

m = 0,0001, e—o,I1,

. de'’ . . . .
et calculant les valeurs numériques de —— de ; jour en § jour, depuis o!,0 jus-

qu'a 32%,0. Il a trouvé ainsi, par interpolation, pour I'intervalle 31, 81828,
$a’ = — 2634”. Comme ce calcul néglige les puissances de m supérieures a la
premiére, on en conclut que, pour mettre d’accord les valeurs, observée et cal-

culée, de &', il faut prendre
5808 1
m = 0,0001 X 2634 = 766"

Dans un second calcul, M. Hill tient compte de toutes les puissances de la
force perturbatrice. En supposant le rayon vecteur de I'opposition, a'(1 —e’),
_bien connu, il cherche a déterminer la vitesse angulaire d’Hypérion & ’oppo-

sition et la masse de Titan, de maniére qu’au bout du temps 31,81828 il y
ait opposition, et qu’en méme temps Hypérion soit & son aposaturne. Il en
résulte deux équations de condition pour déterminer les deux inconnues, ou

plutot les corrections de ces inconnues, lesquelles sont fournies par deux équa-

tions du premier degré. Ce nouveau calcul de quadrature donne m = [‘;ﬁ
M]
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Enfin, M. Hill réduit en Table les inégalités de la solution périodique qu’il
vient de calculer, en prenant pour argument le temps qui sépare 1'époque
choisie de I’époque de I’opposition voisine.

49. Mémoire de M. O. Stone. — Dans ce Mémoire, publié dans les Annals
of Mathematics, t. 111, n° 6, ’auteur prend, comme premiére approximation, les
expressions suivantes, qui decoulent des formules (6) et (7) de la page 113, en
faisant m = o,0001,

'J

a
(17) +0,1000c0s3({—!') + 0,0006 cos4({— '),

o =U+10'sin(l—U')+13'sin2(/ — ') — 683'sin3({ —I') — 3'sin4 (! — '),

=1—0,0004 cos({— ") —o,0014 cos2({— )

et il se propose d’obtenir avec plus d’approximation la solution périodique dont
nous avons parlé. Il pose

dv'
— =n'(1+1),

(18) r'=a' (1+o0), rr

(19) ¢ =a,co0s0 +a,cos2l+..., o—i_r.

T=n,c080 + nycos26 +...;

da,n’,a, a, ..., n, n,, ...sont des constantes. M. Ormond Stone emploie en-
suite les équations différentielles suivantes (t. I, p. 462-463)

‘z =kya' (l—v)+A’ijr de,

dl d” k’
d_t’—r’ 3‘;—’-4-—,’:,\””1‘,

,.I
R = (A’ al’) cos (¢ — ¢') — Xk

S = (Ala a’) sin(¢ — ¢v'),

A*=—r'*+ a*— 2ar' cos(v — ¢');

(20)

kya' (1 — v) représente une constante d’intégration; on aurait v = o si 'orbite
était circulaire.
La premiere des équations (20) donne, quand on a egard aux relations (18),

r't dy' k 1=y Atm
(ar1) m-ﬂ:|+ac+t+a’+2c‘t+c’:— Vi—y y ,,fSr’dt.
na
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L’inspection des formules (17) ayant montré que I’on peut considérer :

a;, n, comme de petites quantités du premier ordre,
a;, a, @, Ny, Ny Ny, » du troisiéme ordre,
Ay, ..., Qg Ngy ..., Dng, » du quatriéme ordre,

M. O. Stone développe I’équation (21) en négligeant le cinquieme, et la met
sous la forme

r's dy'

1
",7-dT:u+;a;+a,n.+A,cos6+...+.\.cosse

‘/_ 2
= kv ,v+k,”,l,fSr’dt,
na

n'a'?

ol A,, ..., A, désignent des fonctions assez simples des coefficients a; et n,.
On tire ensuite des équations (20)

/ 2
% + ;kT, [F—a' (1—v)]=kmP,
ou I'on a fait

P=R+ [ak\/c_z’_(_l——v-)fSr'dt-i- Km (fSr’dt)’].

On en déduit, en vertu de (18),

@o K oty _Kmy
az T an (1490~ da

On tire ensuite des expressions (19)

o+v —_— _2 2 -— — é 13 —_—
e v — = al(1—av) 3 at(2—3v)+B,cosf+...+ B, cos89,
en désignant par B, B,, ... des fonctions de v, a,, a,, ... faciles 4 former. On
a d’ailleurs

dc

a0 =—(n—n')*(a,cos0 + 4a,cos20 +ga;cos36 +...).

Il s’agit maintenant d’obtenir les développements, suivant les sinus et
cosinus des multiples de 0,

de P et de fsmn: ! fSr'dG.

n—n'
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M. O. Stone pose

- " o
Pa”:ZP;cosie, (n—_WfSr’ de=zslc05i6;
1

il n’introduit pas le terme S, qui ne ferait que modifier v dans I’équation (21).
On effectuera ces développements par les quadratures mécaniques, en attri-
buant a 0 des valeurs équidistantes entre o° et 180°, et calculant les valeurs
isolées de P et de Sr’ avec les valeurs (17) de 7 et de ¢/, adoptées pour la pre-
miére approximation. On peut donc supposer que les expressions numériques
des quantités P; et S; sont assez bien connues.

Les expressions (20) vont devenir maintenant

(22) 1+ ia: +agn, + A, cosf +...+ Aycos86 — !'———“_,v —mzs,cosiezo,
n’a" .
v — g al(1—av)— '—8‘3 at(2—3v)+B,cos0+...+ B,cos86

(23) o
— i (a,cosf + fay cos20 +gascos36 +...) — mz P;cosif=o;

[

on a fait, pour abréger,
_(n—n')a"

= e
En égalant a zéro, dans les équations précédentes, les coefficients de
cosof, cosf, ..., cos86,

on trouvera un ensemble de dix-huit équations propres a déterminer les incon-
nues &, v, m, A, A,, ..., B,, B,, .... On en conclura ensuite a,, a,, ..., n,,
n,, .... Deux de ces équations seront

1+la§+a,n,=k“_lv=n1—n,
2 nlau n\/p
v—-ga;(l—av)——lgsa:(2—3v)=mPo.

Avec la valeur o,1 adoptée pour a,, on en déduira et v quand on aura la
valeur de m, qui sera trouvée en égalant i zéro les coefficients de cos36 dans
I’équation (23). On pourra, apres avoir ainsi obtenu les valeurs des incon-
nues, reprendre le calcul numérique des coefficients P; et S;, et procéder a une

nouvelle approximation
T. — IV. 16
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M. O. Stone trouve finalement

;;::l—o,ooxzcose — 0,0071 ¢c0s26 + 0,1000 cos 36
+ 0,0025 cos 40+ 0,0017 0856 -+ 0,0003 cos6 6,

¢ =4 26"sinf -+ 66'sin26 — 682'sin30
—15'sin49 — 5'sin39— 1'sin64.

1 .

La valeur —— a laquelle il arrive pour m est certainement beaucoup trop
1379

forte. Mais, dans sa Note de I’Astronomical Journal citée plus haut, M. Hill dit
que M. Stone lui a écrit qu’apres avoir rectifié une faute de calcul il arrivait a
peu pres 4 la méme masse que lui.

Il y aurait lieu, pensons-nous, de revenir sur certains points de la théorie
précédente pour les éclaircir, surtout en ce qui concerne la détermination des
inconnues. M. O. Stone a publié¢ depuis un Mémoire sur le méme sujet, mais
purement analytique, et dont les résultats définitifs n’ont pas été mis en évi-
dence.

Nous bornerons a ce qui précede ce que nous voulions dire de la théorie des
perturbations d’Hypérion. C’est une question qui demande encore des complé-
ments; il faudra en particulier arriver a tenir compte d’une fagon satisfaisante
de I'excentricité de Titan; mais les résultats déja obtenus sont bien intéres-
sants.

50. Détermination de la libration par les observations. — Depuis le
Mémoire de M. Newcomb, M. H. Struve a publié (4str. Nackr., n° 3060, 1891)
un essai sur la détermination de la libration de I’angle V' en partant des obser-
vations. Il a trouvé, d’apres les valeurs connues de /’, / et @', les nombres com-
pris dans la deuxiéme colonne du Tableau ci-dessous :

Dates. V' (observé). V' (calculé). 0—C.

1887 mars 15,0....... 17753 176,5 + 0,8

1888 mars 21,0....... 170,9 166, 1 -+ 4,8

(24) ( 1889 mars 15,0....... 201,1 204,9 — 3,8
1890 févr. 26,0....... 146, 1 149,3 — 3,2

1891 mars 22,0....... 213,7 215,8 — 2,1

Il a cherché ensuite a représenter ces valeurs observées de V' par la formule
. 360°
(25) V’=|80°+AsmT0(t—to),

ol A et ¢, sont des constantes d’intégration, comme dans la formule (5). La
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durée & de la période de la libration dépend de m et des coefficients de la fonc-
tion perturbatrice ; la valeur obtenue plus haut (p. 110)

_ 2T T
T on'Vi5,6m \/15,6m

a semblé sans doute & M. Struve émaner d'une théorie trop incomplete encore
pour que ’on puisse I’employer. Aussi a-t-il considéré A, & et ¢, comme trois
constantes a déterminer par I’ensemble des valeurs (24) de V'. Il a été ainsi
conduit a prendre

A = 36°; t, — 1887 mars 25 ; & — 643i; — —0°,56.

Les valeurs de V' calculées par la formule (25) figurent dans la troisieme
colonne du Tableau (24), et les valeurs de O — C, placées dans la quatrieme
colonne, montrent que la représentation est satisfaisante.

Toutefois, M. H. Struve a jugé bon de reprendre les anciennes observations

de Lassell et celles de M. Hall. Il a adopté ?’% = 0",562 au lieu de 0°, 56,
A et ¢, restant les mémes. La formule

V4 3l+w
M

ll

lui a donné
ol' = g°sino°, 562 (¢t — ¢,),

et cette formule donne les valeurs suivantes de / — 8/, ramenées 3 une méme
époque :

I'—=38r.

Lassell. ................ 1852 nov. 27,0 293.38
A Hal................ 1882 janv. 2,0 291.53
| e 1884 janv. 26,0 292.49

P it 1884 déc. 4,0 291.43
H. Struve.............. 1887 mars 15,0 202. 2
1888 mars 21,0 294. 2

D i 1889 mars 15,0 292.10

D i 1890 févr. 26,0 292.57

D e 1891 mars 22,0 293.23

Cet accord est satisfaisant. Toutefois une libration de 36° doit étre accompa-
gnée de termes secondaires sensibles; enfin il faudrait tenir compte de I’excen-
tricité de Titan.

51. Depuis le travail de M. Struve, une discussion tres complete des obser-
vations de Washington a été faite par M. Eichelberger (Astronomical Journal,
t. XI, n°* 259-260, 1892), sous I'inspiration de M. Newcomb.



124 CHAPITRE VII.

Les observations dont il s’agit s’étendent de 1876 4 1890, et se rapportent a
neuf oppositions; dans chaque opposition, il y a une vingtaine d’observations,
réparties sur environ deux mois.

L’auteur a adopté des éléments provisoires empruntés 3 M. Newcomb; il y a
neuf séries de ces éléments; dans chacune d’elles, les éléments sont supposés
constants; on a tenu compte seulement du mouvement uniforme du périsaturne,
variable d’ailleurs d’une série a I’autre, d’aprés la formule

P=P,— pt+ssinll

On a formé le tableau des différences O — C pour les deux coordonnées ssinp
et scosp; on a ensuite cherché a faire disparaitre ces différences en formant des
équations de condition entre les corrections des éléments, et la résolution de
ces équations, par la méthode des moindres carrés, a donné neuf séries de va-
leurs des éléments.

Les neuf valeurs de la longitude du périsaturne sont bien représentées par
la formule

P —=8°46 — 18 442¢ + 14°,40 sinll — 1°, fjo sinall +1°,11 sin31I,

ol
I —=263°,54 +18°,942¢,
¢ désignant un nombre d’années, a partir de 1884,0.
On a trouvé de méme

e =0,1056 + 0,0258 cosIl + 0,0008 cosall,

et, pour la longitude moyenne de I’époque E,

E = 295°,92 + 16°,92006¢ + g°,05 sin (48°,o7 + 6—33%2% t) .

On remarquera que la libration de E est, a fort peu pres, la méme que celle
de H. Struve, pour I'amplitude et la période. Enfin ’angle V a été trouvé

égal &
. 360° . . .
V =180°, 45 + 36°, 20 sin (48",07 -+ 39,5 t) —14°,4osinll 4+1°,40 sin2all —5o,11sin31l.

Cette formule représente tres bien les valeurs observées de V.

Il ne resterait plus qu’a obtenir par un calcul théorique les expressions pré-
cédentes. Nous remarquerons, en terminant, que les résidus auxquels arrive
M. Eichelberger, tout en étant petits, sont légerement systématiques; ils tiennent
peut-étre 2 I'existence d’inégalités a courtes périodes qui doivent se rencontrer,
notamment dans a et e, comme le montre I'intégrale de Jacobi.

————» O
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CHAPITRE VIIL

THEORIE DES SATELLITES DE SATURNE. — PERTURBATIONS
DES SATELLITES INTERIEURS.

PERTURBATIONS DE MIMAS ET TETHYS, D’ENCELADE ET DE DIONE.

52. Points de conjonction de deux satellites. — Nous commencons par des
considérations préliminaires empruntées 2 M. Newcomb (Astronomical Papers,
t. I, p. 8-10). Soient deux plan&tes ou deux satellites se mouvant dans le méme
plan. Comptons le temps a partir d’une conjonction, et les longitudes a partir
de la ligne de conjonction correspondante.

Nous aurons

les conjonctions ultérieures auront lieu pour

{=1U'+agqgm,
g désignant un entier.
Soient ¢, et /, les valeurs correspondantes de ¢ et de /; il viendra

__ agm
= 79
n—n

ly=12qm

¢ .
7 n—n'

Supposons les moyens mouvements commensurables

'y .. .
= i et i’ entiers.

=
|3

On trouvera, en représentant par T et T’ les durées des révolutions des deux
satellites et faisant i'—i =,

=2vr=3ir, f=amid;
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en donnant A ¢ les valeurs o, 1, 2,...,v — 1, on obtient v points de conjonction
également espacés. Si I'on continuait, en prenant ¢ = v, on retomberait sur le
premier point de conjonction; le temps correspondant serait i'T ou iT'.

Si les moyens mouvements ne sont pas commensurables, nous pourrons rap-
porter les longitudes 4 un axe tournant avec la vitesse angulaire £; les moyens
mouvements relatifs seront n — £ et »’ — £, et nous aurons a satisfaire a la con-
dition

n—k 1 i'n'—in _ i'n'—in

= - d’ou k= — — =
n—k— 7’ = v

Le mouvement relatif des points de conjonction sera nul. Donc, en assignant
aux v points de conjonction la vitesse constante k, les conjonctions des deux corps
auront toujours lieu en ces v points.

Théoriquement, les nombres entiersi et i” sont arbitraires; mais, pour retirer
de la conception quelques avantages, on doit les prendre de fagon que leur rap-

port soit aussi voisin que possible de ~» et, ce qu'il y a de mieux 2 faire, c’est

d’adopter les numérateurs et les denommateurs des réduites successives de la
o . . . n . . . . s s .

fraction continue qui exprime _;- Si 'on prenait des réduites d’ordre tres élevé,

on aurait I'inconvénient d’avoir un grand nombre de points de con]onctlon,
mais 'avantage que leur vitesse % serait tres petite.

53. Théordme concernant les satellites de Saturne. — M. Newcomb, dans
une Note de I’ dstronomical Journal, t. VIII, n° 182. s’est demandé si, dans le
systeme de Saturne, il existe un autre cas analogue 2 celui d’'Hypérion; les
résultats de la théorie de M. Newcomb (Chapitre précédent) peuvent s’énoncer
en disant que I'aposaturne d’Hypérion est animé d’une libration, de part et
d’autre du point moyen de conjonction. Nous allons reproduire ici la substance
de la Note de M. Newcomb.

Considérons deux satellites M et M’, dont les moyens mouvements présentent

un rapport de commensurabilité approchée de la forme l‘ﬁ; soient R la fonc-

tion perturbatrice pour le satellite intérieur M, R’ celle qui correspond a M.
Nous aurons, en ayant égard a I’aplatissement de la plankte centrale et aux
termes les plus importants de R et de R’,

’
= —ﬁ;::" e? +% eycos[({+1)!'— il —w],
/
R= % e+ D ey cos[(i+1)l'— d—a');

B et B’ désignent des coefficients constants dépendant de I’aplatissement du
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corps central dont la masse est m,; y et ¥’ sont des fonctions de a et a’. Posons

( h =esinw, k —=ecosw,

(a) 1 e ! ! / '
| h'=¢'sinw’, k'=¢e'cosw’;
il en résultera
LS
R= 52_’2 (4 +4%) + 27 (k cosV + ksinV),

3'm,
Pl
aa

! ! ! m)’, g s
R'= (h’+k’)+7(A’cosV+h sinV),

en faisant, pour abréger,
V=(i+1)l'—il

Y . ) nta’
- Nous aurons, d’apres les formules (17) (t. I, p. 171), en remplacant par .~

le facteur f omis dans Ret R,

dh _ na JR dk _  na JR

dt ~ m, 9k’ dt = m, ok’
di W Ok A el OR'
dt — m, k"’ dt — 7 m, Ok’

ce qui devient, en tenant compte des expressions précédentes de R etde R/,

]
Z—fz Bnk +'—”r:—anycosV,

[

. 1

Z—f:—ﬁnh —%anysinv,

0 : a

a:—7<l.

dh’_ ! [ m 1., a
T ﬁnlx-f-mnycosv,
dkl__ 't ) m o) o3
E_—ﬁnh-——”—l;nysmv,

Faisant abstraction des variations de a, a’, n et n’ dans les seconds membres,
on intégrera ces équations différentielles en y substituant les expressions

h =csin(e+ B3nt) + A sinV,
h'=c'sin(e'+p'n’'t) + A'sinV,
k=ccos(e+pnt) + AcosV,
k'=c'cos(e'+ p'n't)+ A'cosV,

olic, ¢’ € et ¢ désignent quatre constantes arbitraires. Le résultat de la substitu-
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tion détermine les paramétres A et A’, et I'on a finalement

’

_ _Iil_ ay . .
h=v my T P sinV +csin (e + B nrt), R
* ”:.—_'._)
' . i+1)n'—in
=y 0 2 cosV+ccos (e +Pnt), ( )
my 1—fBv
(6)

m v’ . .
h'= v';n— #7 sinV + ¢’ sin(e'+ f'n't),
0 - !

V= —
/ ' m 7’ ! ! 1
kK'=v ; I_W cosV+c COS(S +ﬁ n t),

0 1 —

Si les constantes c et ¢’ sont nulles, les formules précédentes se simplifient, et,
en tenant compte des relations (a), il vient

m' ay
sez-*_-v— /_, o=V ou w©w=V+4180°
m, 1— (v

(¢) m ,
(e’.—:tv”—n—!——yﬁ,—v,, o=V ou o'=V4180°.
0 1 —

On a donc ce théoreme :

Dans le cas de deux orbites primitivement circulaires, st le mouvement du point de
conjonction, supposé unique, est faible en comparaison des mouvements des deux
satellites, les perturbations provenant de l'un des deux corps engendreront dans
Uautre une excentricité, et la ligne des apsides de chaque orbute passera toujours
par le point de conjonction.

C’est ce que nous avions démontré antérieurement (voir page 116), mais sans
avoir égard a ’aplatissement de la planete, qui modifie les expressions (¢) de e
et ¢’ par I'introduction des termes en v et §'v'.

On remarquera que {v est le rapport des mouvements séculaires des périas-
tres causés par l'aplatissement de la planéte au mouvement du point de con-
jonction. Si donc ces deux mouvements sont presque égaux, I'expression (c)
de e pourra devenir tres grande, et si ’on afv > 1, on devra prendre

m oy

e—=vy—

= 180°
moﬁv—l’ w =V + 180°,

c’est-a-dire que la direction du grand axe du satellite troublé changera brus-
quement de 180°.

Si les constantes c et c’, sans étre nulles, sont trés petites, le systeme présen-
tera une libration de part et d’autre de I’état moyen considéré ci-dessus.

M. Newcomb trouve ensuite que les deux paires de satellites de Saturne, aux-
quelles s’applique le mieux la théorie précédente, sont Mimas et Téthys d’une
part, mais surtout Encelade et Dioné d’autre part; cela résulte de I'inspection
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des valeurs numériques de la quantité v :'l 7 _, qui est la plus grande dans

(N l_—?‘i’
. . m' . .
ce dernier cas. Pour en faire le calcul, on remplace —- par I'estimation photo-
0

métrique de Pickering, dont on a déja parlé (voir page 101).
On a, dans ce cas,

n = 262°,7316, an' = 263°,0699, i=1, V=2l—1; ‘f—t—:, = + 0°,3383.
En prenant ’année pour unité de temps, désignant par V, la valeurde V a
I'époque o, et remplagant 3 par sa valeur, M. Newcomb trouve, pour Encelade,

en partant des formules (),

e sinw = 0,024 sin(V,+123°,6¢) + ¢ sin(e +160°,0¢),
e cos®w = 0,024 cos(Vo+ 1239,6¢) + ¢ cos(e + 160°,0¢),

ol ¢ désigne un nombre d’années; la valeur de e?, déduite des formules précé-

dentes, dépend de I'argument
e—V,+36°4¢,

qui effectue une révolution en dix ans environ; c’est seulement au bout de cette
période d’observations que I'on pourra déterminer avec quelque précision les
constantes c et ¢.

Nous allons voir comment M. H. Struve a réussi & mettre ce fait en évidence
par ses observations; dans le cas de Mimas et Téthys, il a découvert une libra-
tion trés curieuse d’un autre genre; c’est ce dont nous allons parler maintenant.

54. Perturbations de Mimas et de Téthys. — Le Mémoire de M. H. Struve
est inséré dans les Astron. Nackr., t. CXXV, n° 2983. Les observations faites par
cet astronome avec la grande lunette de Poulkove lui ont montré que I'orbite
de Mimas fait, avec I’équateur de Saturne, un angle tres appréciable de 1°26/,
et que le périsaturne est animé d’'un mouvement direct de 371°= 10° par an;
dans les mémes conditions, le neeud est affecté d’'un mouvement rétrograde de
— 365° == 5°, On a les données suivantes :

Mimas............. n = 381°,991, mouvement annuel du neeud, A0 = — 365°;
Téthys............. n'= 190°,698, » v AY' = — 7a2°,

On en conclut
an'— n=—o0°5g95 en un jour, Af + AG' = — 437°,

= —217°en un an, 4n'—2n—Aj — AG' = 4 3o,

. 1 R n'
On voit donc que le rapport - de commensurabilité du rapport — est assez ap-
T. — IV. 17
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proché, et que le coefficient du temps dans I’argument
G —al—0—¢

est A tres peu pres égal a zéro.
Considérons la fonction perturbatrice de Mimas, en tant qu’elle provient de
’action de Téthys, et supposons-y nulles les excentricités. Nous aurons

I

A" Varxa"—a(xx +yy + 55

Soient y et ¥’ les inclinaisons des orbites sur le plan de I'équateur de Saturne ;
nous aurons (t. I, p. 315), en négligeant y* et y'?,

~

z __ 1 2 g 1 —_ i_ U l 2 L r___ Q'
2 =cosl+ 57 sinfsin({— 6), = =cos!' + 57 cosf'sin(/—6'),
-Z—' _ll H — .Zt_ I__l_ 7} I "__
s = sin! 57 cosfsin({ —6), 7= sin! 57 cosf' sin(l'—0'),
2 =ysin(l—6 Sy sin(l—8);

;_ysm( —0), a,__y sin({'—0');

d’ot

! ' P )
f%ﬂ —cos({— ') — ;-'72 [cos(l{— I') — cos(l + I'— 26)]

— ?" y'*[cos({—U') —cos({+ I'—a8')]

+ % yy'[cos({—U—0+6)—cos({+U—06—0)].

Pour avoir des termes dont I’argument renferme 0 + ¢, il fautborner I'expres-
sion précédente a son dernier terme. Nous conserverons en outre les termes qui
produiscnt les mouvements séculaires de 9 et 0'; nous prendrons ainsi

A Vat+ a'*—aaa’cos(l — l') +aa’yy' cos(l + I — 6 — ') + 5 (y*+ y"*) aa’ cos({ — l’).

En développant suivant les puissances de y et y’, négligeant le quatrieme
ordre et ne conservant que les termes de la forme voulue, il vient

_3
%_—_ — % aa'[a?+ a'*— aaa’cos (I — I')] *[yy'cos({-+I'— 6—6') + % (y*+ 7"*)cos({— I')].

Or, on a (t. I, p. 298)

-3
2

aa'[a*+ a'*— 2aa’cos({—U')] *= iz B cos(il — il'),



THEORIE DES SATELLITES DE SATURNE. 131

ol ¢ prend toutes les valeurs entiéres de — o & + . On trouvera ainsi

=—i [7y'cos(l+ P—6—0)+ Ly cos— 1')] S B cos (it — it),
3= S BOcos[()I—( —1)I—0—0)] — g (" +7") X, BOcos(i—1)(¢'~D).
On doit donner & ¢ la valeur 3; il viendra donc ainsi
'K = Z"- B®yy'cos(4 —al—06—6)— é (y*+y'*)BWM,
Si I’on réunit a la portion -'%’ de la fonction perturbatrice ce qui dépend de
I'influence de I’aplatissement et de celle des anneaux, il viendra

Q= B - %jm' B®yy' cos W,

RY
ou 'on a
W=4ll—al—06—-0,

x
{5=?+c'm'+c"m”+...,

x désignant la constante de I’aplatissement, et ¢’, ¢, ... des coefficients numé-
riques dépendant de a, a’, a’, ....
Qestla fonction perturbatrice du mouvement de Mimas. On aura de méme pour
celle du mouvement de Téthys,
@ =— L 1 mBwyycosW.
2a 4

55. Les équations bien connues (t. I, p. 169) donneront, en remplacant f(la
masse de Saturne est supposée égale a 1) par n?a®,

dn aB®
— =+ 6m'nty, inW,
i m'atyy —— sin
de , ., a?dB®
= N e cosW,
(3)
(1) { ‘;-—‘:- =—/4m'anyy ‘% sin W,
Yy iy @B
7t m'ny —— sinW,
db aB®

cos W.

m:—ﬁn—m’n% A
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On aura, de méme, pour Téthys,

: (—Z%I =—12mn'tyy a BT"j sinW,
t-:—tl =+ amn'yy (—;Z i)dl:;) cos W,
(2) 4 dd—‘:’ =+ 8ma'n'yy'a E;i) sin W,
%}: =+ mn'ya E;) sinW,
ff{—elt =—3"n'"— mn' ;l—, a I—-‘f/:—) cos W.
On a d’ailleurs
a dg:) =aB¥, a? 2;?(;"‘ =—[a'B{’+ a'B®].

M. H. Struve adopte les valeurs numériques suivantes :

aB® a'B®

A =o0,2572, A = 0, 4086,
(3) 'N(3) M3)
‘_'.'_}_‘._:1,617, aB -[:-aB, =12.978,
4
7 =0,0251, 7' =o,0190,
! —
=35 B= g6o’

logn = 5,1446, logn' = 4,8429 (en degrés et en années juliennes).

56. Au lieu d'intégrer les équations (1) et (2), comme I’a fait M. Newcomb
(p. 108), M. Struve considere I’expression

w—_~4<e'+ fn'dt)—*z(e—f—fndt)—@—e’,

d’ot
AW, dn’ dn , d* 2 de d*9 d*
TV @ T @ T e T ae T de T dn
et, en ayant égard a (1) et (2),
AW AW
3) 717-4—/: sin W+ ssin'W =%
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en posant
3 (3)
‘ h* =1am’ntyy ——2—— (l —_- ﬁ) + 48 mn'tyy' —?—- (l + -'[; ﬁ’),
(4) ? __ ., ¢ aBW , 7 a'B® e 2()]3(3)_|_ — 5 OB®
8—”1/1—: 4 +mn7, 4 _ ry/a da 2 n}l/a ()a,-

M. H. Struve a négligé dans s les termes en yy’, ce qui est correct, car
ces termes sont de I'ordre de ceux que I'on a laissés de coté en formant les
expressions abrégées des fonctions perturbatrices; il a mis 1 au lieu de

1+;'B’.

2 ’
Enfin, pour obtenir la formule (3), on a formé — de &9 de d"’

ar’ dp’ 71F et —» en par-
tant des équations (1) et (2), et négligeant les termes qui contlendralent

sin da dy dn
cos WX @’ A’ di’
On a pris, par exemple,
dle dB(“ d\V
il am'nyy' [' sinW —— T
mais
di dn oy aB® aw
m;——ﬂm+mny A smW—dT-

L’équation (3) ne contient pas ¢ explicitement. On peut donc chercher a I'in-
tégrer en posant

dW ,
ar =W
d’ot
BEW o AW
de — ' dW '

Il vient ainsi
A\\'A

FrsW dW’' + sinW dW —o,

d’ou
2
Iw— » log(Ah*+ sW') = const. + cos W,
s st
1 [, AWYN A / dW\ _
4 (h +s— ) — log (h’ + s —- ) =cosW -+ const.

, s dW . . s dW
En développant log (1 + = T{F) suivant les puissances de 5; —=, il vient

1 dW /s dW 1 52 dW? 1 8* dW?\
sar ~d\Bar Tam aE T3 qp )= cosW+const,
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d’ ol
1 dW? s dW?
2t dev T 3R des
dW’( 2 s dW

2227 —ah? 0
'— 3 +...>_zl¢ (cosW + C).

+...=cos W+ const.,

On a, d’apreés (4), cette valeur approchée

L ..
< =1anyh;

d’ol

(NS

gy @V _ g AW

dW AW
dt ndt — 9 nae

s
3 A2

o

Or, 'observation montre qu’en un an AW n’est que d’un petit nombre de de-
grés, 3°, tandis que nA¢ = 139500; on aurait donc

s dW __ aj0 1
At dt ~ 139500 — bao’

wl »

ce qui est assez petit. On peut donc se borner 2

(5) ddv::’=ah’(cosW+C),

ce qui est I’équation d’un mouvement pendulaire.
Le tout est de savoir si ce mouvement est révolutif ou oscillatoire, ce qui ar-

rivera selon que I’on aura
C>1 ou C<1.

M. H. Struve a tiré de ses propres observations et de celles de Washington
les valeurs suivantes :

1. 0. r. 0.

o 0 o 0
1876, octobre 0,0.......... 128,9 308 229,9 286
1888, avrilo,0............ 337,1 64 161,7 184,1
1889, avrilo,0. ........... 87,4 59 286, 1 110,8

d’olr il a conclu ces valeursde W= 4/ —2/{— 0 — 0,
+ 682, 4 84°, <+ 8o°.

Il dit qu’il en résulte que, durantces treize années, W a atteint un maximum,
ou n’a éprouvé que de tres petites variations, ce qui exige que le mouvement
soit oscillatoire, et C* <1.
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Pour mieux nous en rendre compte, supposons C = 3; nous aurons

dW? ah
W>4h’; AW > —n—nAt.
Or
aB® a m n't
(6) h’:mm'n’w'—4—<|+[,Z poe F)
Avec les valeurs hypothétiques
m' = ——l m= !
~ 70000’ ~ 500000’
nous trouverons
h =
- = (3,5885),
d’ou, en un an,
AW > 140000° X 0,0078,
AW > 1100°.
57. Supposons
C=—cosw;

nous aurons

dW .
= —ahdt; W variera entre — w et + ;
\/s—in’ 2 _sint —
2 2
en faisant
. W LW e B
sin — = sin = sing, C'=sin -,
2 2 2
il vient
d
A g
V1—C'*sin%e

¢ —amu, u=ht,
sinW = 2aC'sin amuA amu.
On aura ensuite

. _ [ aC . dp 20" % . _aCl
[ sdet__f—h—smamuAamuAamu_T[ smqadq;_-T(l—cosqa),

d’otl, en remplacant cosp = cos am/A¢ par son développement connu,

¢ 1 3
. _ a0 4w q? T q? 3n
¢ j;sdet_—-,T——hK<—l+qcosaKht+-;+—q;cosz—Kht-i—... .
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On a encore

t t 1 3
" _al 8( q¢? I )
(8) [ d‘[ Sln‘th—Tt—-h—i< qSlll'—Kllt+3 ] ht+

Les formules (1) et (2) donnent ensuite, en prenant

Blzfndt, Bl’zfn’ dt,

et omettant les termes proportionnels au temps, parce qu’on en tiendra compte
en modifiant légerement les moyens mouvements,

3y pt '
ol = 6m'n*yy a]? f dtf sin W dt¢,
4 Yo 0

sy o @B "
ol'=—12mn'yy dt | sinWd,
4 L] [

Si donc on pose

1 3
_ 9 . (360° 1 gt . (360°
(9) Q_l+q51n( T t)+31+q35m T 3t> .
(10) h= %‘ 3—‘,315’:,

s n' 1 .
et que I’on remarque que, a cause de — = -, la formule (6) devient
n 2

(ll) E:lzm’oy-/".l_]}.fs_) [+‘_l_’ﬁ ,
n? 4 a m'

il viendra
12 ol =— .
(12) m a’Q

m' a o' 1md

2 m a ol ama’
13 ' = - - =
(13) + m a m' a Q

1 - —
m a

T est la période de la libration.

Supposons que les observations donnent

ol=— Hsinat, ol' =+ H'sinat,
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on en conclura

360° 2K
T= ’ lz=———a,
o T
i g !
2 m a'
H= ma’nZ— ’ H'= m a';t-’ZI?I- ’
1+ — — 7 I+ — — 7
m' a m' a
W 1 ma
H ama

oy m . . .
La derniére formule donnera . et I'une des deux précédentes donnera
1

q’ 9 /. QK ’ 2 . ’ . . . . .
el d’ot C'; — s’en déduit par la théorie des fonctions elliptiques, puis

h= % a; apres quoi la formule (11) fera connaitre m'.
58. M. H. Struve a discuté I’ensemble des observations de Mimas et de Téthys,
faites depuis W. Herschel jusqn’a nos jours.
Le probleme qui se présente est le suivant :

Représenter toutes les longitudes observées de Mimas par la formule
(14) =%+ nt—Hsinx(t—¢t,),

dans laquelle A, », H, « et ¢, sont des constantes inconnues.

De méme, les longitudes observées de Téthys doivent étre représentées par
I’expression
(15) =)+ n"t+Hsina(t—¢,).

C’est un probleme assez ¢pineux, et le matériel dont on dispose est 2 peine
suffisant. Donnons quelques indications sur la solution provisoire obtenue par
M. H. Struve. Il a donné les valeurs isolées de A calculées par la formule

A=1—nt,

en prenant pour 2 deux valeurs tres voisines, comprenant sans doute entre elles
la véritable; il a calculé de méme les valeurs de A’. Ces valeurs de A et de A’
devraient étre constantes si la libration n’existait pas, donc si'H et H’ étaient
nuls. Les Tableaux ainsi obtenus montrent que, vers 1850, ont lieu un maximum
de A =[/—n¢ et un minimum de N’ =/ — n’¢. C’est I'inverse qui a lieu vers
1885. L’intervalle est de trente-cinq ans et doit étre 4 peu prés égal a la demi-
période. M. H. Struve adopte finalement

ty —1866,5, T — 68 ans,

m 1 ! ! m—= !
- — = — =
m s 767000 11500000

T. — IV, 18
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Finalement, les résidus de la formule (12) pour I'époque moyenne de 1789,8
des observations de W. Herschel, et pour les époques des observations ré-
centes, de 1850 4 1889, sont inférieurs a 1°,8, sauf un qui est de 3°,8; la
plus grande valeur employée pour la libration = +43°,3 et la plus petite
= — 43°,8.

Pour Téthys, les résidus sont inférieurs a 20" (sauf un tres grand, de 2°57/,
pour les observations de W. Herschel); la plus grande valeur employée pour
la libration = + 2°1¢’; la plus petite = — 1°49’. Ces résultats sont déja tres
satisfaisants.

59. Le systéme Encelade-Dioné. — L’ensemble des observations d’Ence-
lade et de Dioné montre que les orbites de ces satellites sont fort peu inclinées
sur I’équateur de Saturne. Les observations de M. H. Struve, faites de 1886 a
1889, indiquent que I’excentricité d’Encelade = 0,0047 environ, et que le péri-
saturne a un mouvement direct d’environ 120° par an. On a, comme on I'a vu
(p. 129), 2n’ — n =123°6 en un an.

I en résulte donc que, dans ’argument

V=al—l—m,

le coefficient du temps est trés petit; il y a lieu de chercher si cet argument
n’engendre pas une libration. Voici les valeurs de V, fournies par I'obscrva-
tion :

1886,2. .. ittt V=+ 4,1
1887,2. .. it -+ 2,2
1888,2.. ... it + 2,3
1880,2.c0viiiiiieniiniiiiiinannes +14,7

La formule (37) de la page 309 du Tome I donne, pour l'inverse de la dis-
tance des deux satellites,

(0) (0
1 :__A' +A_!__ o?

GA™ 4 AP
A 4 p

- ecos(al!'—l—w).
On en conclut, pour la fonction perturbatrice du mouvement d’Encelade.
1
Q= 2 a—" hecosV,
2a a
oulona
_GA® AR

2

x
= pr +Z mtel;

V=al —l—w, h =0,753,
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la constante 3 dépend donc de I'aplatissement et des inégalités séculaires des
autres satellites.

On en déduit (t. I, p. 169g),

dn _ 3f0Q dws_ [ 02 de [ 09

d— " at dl’ dt — na'e de’ dt = nde 0w’
et, en remplacant f par n*a’, et Q par sa valeur ci-dessus,

dn

T =3m'n*hesinV,

di h
-di::ﬁn—m'nfcosv,
% =m'nhsinV.

do .

’

Bn est plus grand que 22" — n, valeur moyenne de —-, fournie par les observa-
'nh

tions; donc le terme — = cosV doit étre constamment négatif, et V ne peut

pas atteindre les limites 3= go°; il doit osciller autour de zéro. En remplacant

. - dw
cosV par 1, I'expression précédente de —- donnera
an'—n=Fn—m'n g

Si I'on connaissait Bn, cette équation donnerait m’. Les observations n’ayant
pas fait connaitre la valeur de B pour Encelade, M. H. Struve I'a conclue par in-
terpolation des valeurs correspondantes pour Mimas et Téthys, et il a obtenu
ainsi

m = .
528000

Mais I’excentricité e est encore trop peu connue pour que I’on puisse regarder
cette détermination comme satisfaisante. Enfin les données actuelles ne per-
mettent pas méme d’estimer la grandeur de la période de la libration. M. H.
Struve formule ainsi les conclusions de son travail :

1° Les conjonctions de Mimas et de Téthys oscillent toujours autour du point
milieu de ’arc d’équateur de Saturne compris entre les neeuds ascendants des deux
orbites. Elles peuvent s'éloigner de ce milieu d’environ 45° et elles accomplissent
leur libration en soixzante-huit ans a peu pres.

Cela se déduit de la formule

W=4l—2l—0—9 =aarcsin (sin%sinqa),
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qui, pour /=1, donne

b+ 4

. PO
= -+ arcsin (sm 7 sm:;);

. . (0]
I’arc sin reste compris entre = —.

2° Les conjonctions d’Encelade et de Dioné se font toujours au périsaturne d’E n-
celade, ou elles oscillent autour de ce point.

Cela se déduit de la formule
V=21’—l—m:o,

en y faisant // = /.

Ces résultats remarquables attestent le talent de M. H. Struve, comme obser-
vateur et comme théoricien.
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CHAPITRE IX.

LES SATELLITES DE NEPTUNE, DE MARS ET D’URANUS.

60. Du satellite de Neptune. — M. Marth (Monthly Notices, t. XLVI) a appelé,
il y a quelques années, I’attention sur les changements notables survenus dans la
position du plan de I'orbite du satellite de Neptune depuis sa découverte; ces
changements ont été confirmés par M. H. Struve, qui a réuni dans une publication
récente (Mémoires de I’ Académie des Sciences de Saint-Petersbourg, t. XLII, n° 4)
toutes les observations, y compris les siennes, obtenues avec la grande lunette
de Poulkovo, et a discuté ’ensemble. De 1848 41892, la longitude du nceud de
Porbite du satellite a augmenté de 7°, tandis que I'inclinaison sur I’équateur
terrestre a diminué d’a peu pres autant. Il fallait trouver la cause de ces chan-
gements; j’ai pensé qu’on devait la chercher dans I’action du renflement équa-
torial de Neptune; 'aplatissement de cette planete n’est pas perceptible dans

Fig. §.

les lunettes,  cause de la petitesse du disque, mais il doit exister, et il suffira,
comme on le verra plus loin, d’un aplatissement assez modéré pour expliquer
les perturbations dont il s’agit. M. Newcomb avait eu la méme idée de son coté.
Je vais reproduire la substance de deux Notes publiées dans les Comptes rendus
de I’ Académie des Sciences (t. CVIIL et CXVIII).

Soient (fig. 4) AC l'orbite du satellite a I’époque ¢; A le neeud ascendant;
x A =0 salongitude; ¢ I'inclinaison de 'orbite; BC la position de I'équateur
de Neptune; 0’ et ¢’ la longitude de son nceud et son inclinaison.
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On aura (t. I, p. 169), si 'on fait abstraction de I'excentricité, qui est extré-
mement petite, et des inégalités périodiques,

dp  JR dj _ dR

(I) na’sinq;m _—W’ na’Sil'l?%:%'

Si I'on néglige les perturbations provenant du Soleil, et que I'on considére
uniquement celles qui sont causées par l’aplatissement de la planete, la fonc-
tion perturbatrice R a pour expression (voir la page 4)

R :fm.,(x— i x,) fT: (% — sin’d),

ol m, désigne la masse de Neptune, b son rayon équatorial, x son aplatisse-
ment, x, le rapport de la force centrifuge a I’attraction pour un point de I’équa-
teur, 4 la déclinaison MN du satellite au-dessus du plan de I'équateur. On a

Smo = n*a?, sind = sinCsin(v — 6 — AC),
2sin?*d =sin?C — sin*C cosa(v — § — AC);

en négligeant les inégalités périodiques, on peut prendre
sintd = i sin®C, r=a,

R=1np (x— ! x,) cos?C.
2 2

En portant cette expression de R dans les équations (1), elles deviennent

sing g% =—nZ (x— :—! x,) cosC 9cosC:

a? a6 ’
(2)
. df b 1 d cosC
sing 7 = ng(x—ox% cosC—W— .
On a, d’ailleurs, dans le triangle sphérique ABC,
(3) cosC = cos¢ cos¢’ + sin ¢ sing’ cos(§' — 6).

T , . do d . oy e
En multipliant les équations (2) par — - et + -di;, et ajoutant, il vient

d cosC df + dcosCdep dcosC __
96 dt oo dt dt
Ainsi, I’angle C reste constant. Posons

b2

(4) =n;,(x—-:;x.) cosCsing/,
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et les équations (2) deviendront

. do , d. .
(5) 7 =p[—cotg’'+ cotpcos(§' — 6)], d_“:=_psm(e'—9).

Soit « le coté BC du triangle sphérique ABC; on a

cosg = c0s¢’ cosC + sin¢’sinC cosa,

. s s . do
d’ou, en différentiant, et remplagant —= par sa valeur (5),

psingsin(§ — ) == — sin¢’ sinCsina _d_a, da _ P —const.

dt dt — sing'

Donc le coté a décroit proportionnellement au temps. Des lors, on aura cet
ensemble de formules,

_ b2 1 C
a_ao—‘?- x—;x, ntcos(,
(6) cos¢ = cosC cos ¢’ + sinC sing’ cosa,

sing sin(§'— 6) = sinCsina,
sing cos(¢'— 0) = cosCsing’ — sinCcos ¢’ cosa,

qui permet de calculer ¢ et 0 en fonction de ¢ et des deux constantes arbitraires
Cet a,.

61. Le pole de l'orbite du satellite décrit d’'unmouvement uniforme un petit
cercle ayant pour polele pole del’équateur de Neptune; sidonc la trajectoire en-
tiere du pole de I’orbite était connue, rien ne serait plus facile que d’en déduire
la position de I’équateur. Je me propose de voir s’il est possible de déterminer¢’,

0 et x — i x, & I'aide des observations dont on dispose actuellement, ou plutot

de voir si I’on peut restreindre ces quantités entre certaines limites. J’ai déduit
des nombres rapportés par M. H. Struve, a la page 62 de son Mémoire, par un
calcul d’interpolation, les positions suivantes du plan de l'orbite du satellite,

rapportées a I’équateur et i I'équinoxe terrestres de 1887,0 et les dérivées df

de
do
et a5’
do d.
t, —=1857,18, 6, = 180°, 30, (ZZ) =+ 0°,163, @0 = 1259, 10, (7:) =—0°, 124,
o [
df . d
(7) {4=1870,11, 6, =18a°,30, (m>,=+°°"4"’ P =122%83, (ﬁ)ﬁ"“”“’*
db d.
ty = 1882,86, 6, = 184°, 13, (a‘t')":"' 0°, 145, G2 =120° 39’ (7?)’=— 0°, 152,
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Vappliquel’équation (3)aux trois époques ci-dessus, et je prendsla moyenne,
ce qui donne

cosC .
(8) gi—ﬁ;’ =—o0,542c0to'—o0,840cotf — 0,034sinéd".

J’applique maintenant les équations (5) a I'époque moyenne, en remplacant
do

d . .
7 et ?l'f par la moyenne des trois valeurs (7), 0 et ¢ par 8, et ,, ce qui donne

j 0°173 =psin(5 — 182°,3),
l 00,150 = p[— cote’ + cot122°,83 cos(6' —182°,30)];

(9)

d’oll, en éliminant p,

(a) coto’ = 0,892 sinb’ + 0,597 cosd'.

En combinant cette relation avec I’équation (8), pour éliminer cotg’, on
trouve

cos(. .
——— == — 0,517 sin§' — 1,164 cos 7.
sin¢

(b)

Remplagons dans les équations (4) et (5) %, n par leurs valeurs numériques,

0 par 0, et%%’ par — 0,173°; nous aurons

2 =14,54:  logn=14,34974,
o (3','113".) .
(c) * T 3% CosCsing sin(6 —1837,3)°

sil’on donne a 0’ une valeur déterminée, les équations (a), (b) et (¢) donne-
ront les valeurs correspondantes de ¢', C et x — ix..

L’équation (a) peut s’écrire
(a') coly’ = cot137°,0 cos(§'— 236°,2).
L’équation (b) montre ensuite que I'on a
cosC>o0, pour 113°,9<<6 <<2930.

Cela posé, nous allons chercher a resserrer autant que possible les limites
entre lesquelles 0’ peut étre compris.

On peut toujours supposer cosC > o, a la condition d’échanger au besoin
les nccuds de I’équateur, car le sens du mouvement de rotation de la planéte
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n'intervient pas ici; ce qui agit, c’est le ménisque équatorial. On voit d’ailleurs
que les équations (5) restent les mémes si I’on change ' ’

6,9 et cosC en 180°+ 0, 180°—o', —cosC.

Nous pouvons donc supposer ¢ > o. Puisque % est < o dans l'intervalle des
observations, on doit avoir

sin(6'— 6,) > o, sin(0' — by) > o;
d’olr
184°,1 << 6' << 360°, 4.

Mais on a vu plus haut que cosC est < o, quand ' dépasse 293°,9; il en ré-
sulte

(10) 184°,1 < 6" < 2939 9.

Jai fait une série de calculs numériques, en attribuant a 6’ des valeurs équi-
distantes, comprises entre les limites (10). On voit par la formule (a’) que ¢’
augmente jusqu’a 137° pour diminuer ensuite, et il est facile de démontrer, a
I'aide des formules (a) et (&), que, dans le méme intervalle, C croit constam-
ment. J'ai déterminé les valeurs de ¢’ et de C par les formules (a) et (b), et

1 df 1 dy . X L[4
celles de ot et o dr’ bour les époques ¢, ¢, et ¢,, par les formules (5); (d_t) .

dyp , . .- et dj  dy
et (71?)... représentent les moyennes arithmétiques des trois valeurs de _ et —=-
J’ai ainsi obtenu le Tableau suivant :

B 190,3 195,3 200,3 205, 3 210,3 215,3 220,3
L 126,7 129,1 131,0 132,6 134,0 1351 135,9
L O 7,1 12,1 16,4 20,5 24,4 28,2 31,7 -
—%(‘;—f) ---------- 0,174 0,259 0,342 0,423 0,500 0,574 - 0,643
[
1 (do _
-—; Fi) 0,139 0,225 0,309 0,391 0,470 0,545 0,616
1
1 /de
- &)y 0,108 0,194 0,279 0,362 0,441 0,518 0,591
1 /db - , . I
o\ )y 0,055 0,132 0,209 0,284 0,356 0,426 0,494
1 /dO
?‘(E)i ---------- 0,121 0,195 0,268 0,339 0,407 0,472 0,534
1 /B , ,
‘—)(‘—{‘- g 0,164 0,236 0,306 0,374 0,339 0,501 0,559
d
—(;g) (%) 1,23 1,21 1,18 1,18 1,17 1,17 1,17
m m
do d9
(7‘)’ (E) ----- 3,0 1,8 1,5 1,3 1,2 1,2 1,1
0
T. — IV.

19
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D’apres les équations (9), les nombres de I'avant-derniere ligne devraient

N , . 0,173 . . .. T .

étre égaux i S = 1,13. Mais il y a plus : d’apreés les valeurs (7), les nombres
. . . . . , . 0,145 . s

de la derniére ligne horizontale devraient étre égaux a 133 = 0,9; mais, 3

’

cause des erreurs des observations, on peut admettre 1,0 ou méme 1,1, mais
non pas 3,0, ni méme 1,8, 1,5, 1,3 et méme 1, 2. Il me semble que I’on peut

admettre dés lors que 'on a
6’ < 220°, 3.
J'ai trouvé

do do\ . - 2o s
._(.d_t.) '(37),,,_"'0 et 1,17, pour 5 =a30°,3 et 6'= 250", 3,

9 : do) =1,07 { 1,0 » »
Hz ’. tTt . —=1,07 ¢ , 00,

Nous arrivons donc &
(11) 220° < §' < 293°.

J’ai trouvé, en prolongeant le Tableau précédent, que toutes les valeurs de 6’
comprises entre les limites (11) représentent également bien les observations;
on a, entre ces limites,

112° < o' < 137°,
de facon que la valeur de o’ est assez bien déterminée; enfin,
320<< C < 88e.

N . I .
62. Il reste a trouver comment varie x — % lorsque 6’ varie entre les

limites (11).
D’apres la formule (¢), il suffit d’étudier la fonction

t—=cosCsing'sin(60'— 6;);
or on trouve, en partant des formules (a) et (b).

u — (1,0005in6"— 0,040 cos§') (0,517 sinf’'+ 1,164 cos ')
B T+ (0,892 sin 0’—'— 0’597 COSG’)’ )

__0,5175*+1,1435 — 0,047

= - = TTa s =tang¥¢';
1,7965 + 1,0695 + 1,336 tang@’;

e sannule pour deux valeurs de s, qui donnent

ds

98]

7= 59“’ 2 § = 147°,6, b= 2390’ 2, 9= 27" 6.
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La troisieme de ces valeurs rentre seule dans les limites (11), et la valeur
1 1 . s I . .
correspondante de x — - x,= —- 0 variant de 220° 4 23¢°, 2, x — -, diminue
2 245 2
| S | .. 5o 1 , ° .
de alo 2 233’ Pour augmenter ensuite jusqu’a g3 pour 0"= 290°. Le petit Tableau
suivant donne une idée de la variation :

) |
o TN o & T. C. % G.
[ h ° [} ans

¢+ 230 245 157 73 18,7 39 137 1060

250 242 145 72 18,6 52 136 1360

270 182 109 55 16,2 66 132 1560

idh i 275 147 88 44 14,5 72 130 1600
280 114 68 34 12,8 76 128 1640

285 76 46 23 10,5 81 126 1660

. 200 33 20 10 6,9 86 124 1680

1 . . . e . .
Ayant les valeurs de x — ~x,, il s'agit d’en conclure I'aplatissement; mais ici

intervient la loi inconnue de la variation de densité a I'intérieur de Neptune.
Si cette planéte était homogene, on aurait, en faisant x = ¢,,

c’est ainsi qu’on a trouvé les nombres ¢, du Tableau précédent. Dans le cas

presque certain de I’hétérogénéité, le mieux a faire est peut-étre de voir ce qui
x—-;-x,

arrive pour Jupiter et Saturne. Pour ces plangtes, le rapport ———a pour valeurs

0,27 et 0,28. En admettant 0,3 pour Neptune, on trouve x =¢, = 2¢,; on a

inscrit les valeurs de ¢, dans le Tableau (d).
Soient

T la durée de la rotation de Neptune,

D sa densité moyenne,

T’ et D' les quantités analogues pour la Terre,
et x, le nombre analogue a x,.

On a, comme on sait,
D’
) V%,
T=T D %’
or,

lx
L — -
2l

D = 0,300, “= 738’ — - —= 0,300, X =1,4%.

&
N
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Il en résulte
2!/:
T———_.
V120%

C’est avec cette formule que I’on a calculé les valeurs ci-dessus de T.

On voit que les petits aplatissements correspondent 4 des valeurs modérées
de C, mais a des durées de rotation assez grandes. Pour avoir des durées compa-
rables a celles de Jupiter et de Saturne, il faudrait des aplatissements du méme
ordre, c’est-a-dire forts, et des valeurs de C au moins égales a 80°.

Il est encore un élément intéressant 4 connaitre : c’est la durée & de la révo-
lution du péle sur son cercle. D’apres la premiere des formules (6), cette durée
a pour expression

&= b_’ = 360°

a?

La premiére formule (g) permet de calculer p pour une valeur donnée de 6';
on trouve ainsi les valeurs de & contenues dans le Tableau ().

Remarquons, en terminant, que la théorie précédente pourra peut-étre trou-
ver une application a certaines étoiles variables, celles dont on suppose les va-
riations causées par des éclipses produites par un satellite obscur.

Les inégalités séculaires du plan de I'orbite, provenant du renflement équato-
rial de I'étoile, auront pour résultat de faire varier les instants des milieux des
éclipses, et aussi la durée de ces phénomenes. Mais il y aura lieu, si les deux
corps sont assez voisins, comme c’est le cas pour Algol, de tenir compte aussi
de I’action du satellite pour déplacer I'équateur de I'étoile. On est ainsi con-
duit 2 un probleme intéressant que le lecteur trouvera dans le Bulletin astrono-
mique, t. XI, p. 337. (Voir aussi Comptes rendus, t. CXX, p. 123.)

63. Sur les satellites de Mars. — Phobos et Deimos, les deux satellites de
Mars, si brillamment découverts par M. Asaph Hall en 1877, se meuvent a tres
peu pres dans le plan de I'équateur de laplanete; ce dernier est incliné de 27°
ou 28°sur le plan de 'orbite de Mars. On peut se demander si les plans des deux
orbites coincideront toujours i tres peu pres avec le plan de I’équateur, ou si la
coincidence actuelle n’est qu'accidentelle. Cette question a été examinée par
M. Adams (Monthly Notices, t. XL, p. 10), et j’ai présenté moi-méme a son sujet
une Note & I'Académie des Sciences (Comptes rendus, t. LXXXIX, p. g61).

Si 'on connaissait I'aplatissement x de Mars (le rapport x, de la force centri-
fuge équatoriale a la pesanteur correspondante est connu, x, = T:Z))’ la ques-
tion serait, en effet, identique a celle qui a été traitée dans le Chapitre VI pour
Japet, I'un des satellites de Saturne. Soient, en nous reportant a la fig. 2 de la
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page 93, et aux développements voisins, D et D’ les poles de l'orbite et de
I'équateur de Mars, et C un point de I'arc DD’ déterminé comme on I’a dit. Les
poles des orbites des deux satellites se mouvraient sur deux petits cercles
ayant le point C pour péle. Soit p le rayon de ce petit cercle pour le premier sa-
tellite, et CD’'=1:’; I'inclinaison de son orbite sur I’équateur resterait toujours
comprise entre == (' — p) et i’ + p. Il suffirait donc de calculer :” et p pour ré-
pondre a la question.

Malheurcusement, ces quantités ¢’ et p dépendent de I’aplatissement x qui est

inconnu; on sait seulement qu’il est compris entre les limites l—'—— et ,'—;5 (t. 10,
¢

74
p- 205). M. Adams a essayé deux hypotheses : (I) celle de 'homogénéité, qui
donne x = gx,= 1—;—5’ et (II) qui suppose que la distribution des densités soit
la méme a 'intérieur de Mars qu’a l'intérieur de la Terre; cela conduit & la

relation

!

x

en désignant par x’ et x| les quantités analogues pour la Terre; on en conclut

= —— e

¥
YT,

En admettant, d’autre part, pour la position de I'équateur de Mars, les nom-
bres de M. Marth (Monthly Notices, t. XXXIX, p. 473), j'ai trouvé que I'incli-
naison de Deimos sur I'équateur de la planete doit toujours rester comprise
entre o°,1 et 1°,4 dans I’hypothese (I), et entre o° 2 et 2°,2 dans I’hypo-
thése (II); pour Phobos, les limites sont encore plus resserrées.

Donc, pour les aplatissements — et —, et aussi pour les aplatissements
175 228
intermédiaires, les orbites des deux satellites s’écarteront toujours trés peu de
I’équateur de Mars.

64. Des satellites d’Uranus. — D’apres les mesures et les calculs de
M. Newcomb, les quatre satellites, Ariel, Umbriel, Titania et Obéron, se meu-
vent 4 trés peu pres dans un méme plan, incliné de 98° sur le plan de Iéclip-
tique. Les différences entre les quatre inclinaisons prises deux a deux sont de
I'ordre des erreurs des observations.

Si la force perturbatrice du Soleil, qui est d’ailleurs trés petite, agissait
seule, les poles des quatre orbites décriraient des petits cercles autour du pole
de 'orbite d'Uranus, et la probabilité que ces poles soient trés voisins a un mo-
ment donné, comme ils le sont maintenant, serait, sinon nulle, du moins extré-
mement faible. Il existe donc une autre force perturbatrice : c’est celle qui
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provient du renflement équatorial d’Uranus. Si ’équateur de cette planét.
coincidé 3 un moment avec les plans des orbites, la coincidence aura toujo
lieu d’une fagon approchée; il suffit pour cela d’un aplatissement assez faib

L’excentricité de 'orbite du premier satellite, 1a plus petite des quatre,
égale 2 0,020. Il est possible qu’en déterminant a plusieurs reprises la posit:
du périurane, on lui découvre un déplacement qui pourra faire apprécier
grandeur de P’aplatissement.

Les mesures directes faites sur le disque d’Uranus pour déterminer cet af
tissement n’ont pas donné encore de résultats bien concluants : tandis ¢

M. Schiaparelli obtient ﬁ, M. Seeliger a trouvé I'aplatissement insensible.

durée de la rotation de la planéte est absolument inconnue.

M. Perrotin (Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft, t. XXIV
observé, en 1889, les bandes d’Uranus, et trouvé qu’elles font un petit an
avec le plan de I'orbite des satellites, et le plus grand diamétre de la plan
lui a semblé étre aussi dans ce plan. Ce serait une confirmation des prévisi
de la théorie, en admettant que la direction des bandes coincide avec celle
I’équateur. MM. Henry avaient trouvé antérieurement (Bulletin astronomiq
t. I, p. 238) que les bandes font un angle d’environ 40° avec le plan de I’orl
des satellites. Mais ces observations sont délicates et demandent a étre repri
dans de bonnes conditions et avec de puissants instruments.

Il est bon de remarquer que les mouvements des satellites d’Uranus et
Neptune sont rétrogrades, tandis qu’ils sont directs pour les autres planetes.
méme opposition existe trés vraisemblablement pour les mouvements de ro
tion. Cela est en désaccord avec I’hypothése cosmogonique de Laplace. M. F
a cherché a expliquer cette singularité dans son Livre Sur l’origine du Monde
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CHAPITRE X.

FORMULES ET METHODES D'INTERPOLATION.

65. Soit f(x) une fonction dont on sait calculer numériquement la valeur
pour une valeur donnée de z. On peut se proposer de trouver un polynome en-
tier en x, qui, pour « compris entre deux limites déterminées z’ et =", prenne
des valeurs peu différentes de celles de f(x), de maniéere que le polynéme
puisse remplacer la fonction entre les limites =’ et ", avec une grande approxi-
mation au point de vue des calculs numériques.

Soient a, b, ¢, d, e, ..., k, | des nombres déterminés, choisis entre x’ et 2”;
A, B, ..., L les valeurs numériques correspondantes de f(x); on vérifie immé-
diatement que le polynéme

(x —b)(x—c)...(r—=1) (r—a)(or—c)...(x—1)
(a—b)(a—c)..(a=0) "By b= b—1) T
(r—a)(x—=2>b)...(x—k)
T U—a)(l—b)...(l—k)

X=A

(1

+ 1

prendra, pour x =a, 0, ..., [, les mémes valeurs que f(x). On comprend que
si le nombre des quantités a, b, ..., ! est suffisant, et si I'allure de la fonc-
tion f(x) est réguliere entre =’ et 2, le polynome ne s'écartera que tres peu de
la fonction pour les autres valeurs de # comprises entre 2’ et 2”, et pourra rem-
placer cette fonction avec une grande approximation. La formule (1), dans
laquelle on remplace X par f(x), est la formule d’interpolation de Lagrange.
Gauss (') a donné une transformation trés intéressante de la formule (1),

(1) Poir dans les OEuvres de Gauss, L. I, le beau Mémoire Theoria interpolationis methodo nova
tractata, et dans le Tome I des Mémoires astronomiques d'Encke le Mémoire Ueber Interpolation, dans
lequel Encke reproduit des lecons faites par Gauss en 1812.
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d’ou il a tiré des conséquences importantes. Soient X, X,, X;, ..., ceque donne
la formule (1), en prenant une, deux, trois, ... valeurs de «; on aura

X,=A,
, xr—b xTr-—a
Xz—Aa—-[) +Bb—a’

(.x-—-b)(r--c) (o —a)(xr—c) (¢ —a)(x—b)
@=b)(a—e) " P=a)b=0) " Cle—a)(c=b)’

=A(.t—b)(.r—c)(.r-——d) +B(.zr—a)(.r—c)(.z°—d)

X;=A

X4 la—b)(a—c)(a—d) (b—a)(b—c)(b—4d)
(r—a)(x—b)(r—d) (¢ —a)(x—b)(2r—c)
e e e=ne—a P E—a@—n@—o’

......................................................

On en conclut aisément

Xi=A4,
A B
X,—Xlz(w—a)(m —+ b—a)’
A B G
Xi—X,=(r—a)(x—0) [(a—b) (a—c) " b—ay(b—c) " (c—a)(c—b)]’

A L B
a—h@—da—d  G—a)b—0(b—d

X\ — X;=(x—a){z—b)(xr—rc) [(

C D
+ c—aec—be—a " (d—a)(d—b)(d—c)]’

d’ol1, en ajoutant,

‘X:A+(a:—a)[a,b]+(.z‘-—a)(x—b)[a,b,c]

(2) :
l +(x—a)(x—b)(x—c)[a,b,c,d]+...,

ol I'on a posé

[a, 0] =aﬁ_b"'b3a’
[a b,c] =(a_,,?(a_c)+(l,_a)l;(b_c)"'(c—a)c(c—b)’
< [a,b,¢,d] = (a_gj’(aic)(a_d)+(b—a)(bEC)(b—d)
+Zc—a)(c£b)(c—d) +(71~a)(d'2'b)(d—c>’

...............................................................
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Ces quantités [a, b], [a, b,c], ... restent les mémes quand on échange entre
elles deux des lettres a, b, c, . . ., et les deux quantités correspondantes dans la
série A, B, C, .... Les formules (3) conduisent, en outre, sans peine aux rela-
tions

B—A
[a,b] ==’

) [a,b,c] =Ltl=lnd],
[a,b,c,d] = [b,c,dr]l:E'a, be]

...............................

On pourra former le Tableau suivant :

pa A
' [a, 6]
b B [a, b, c]
[b,c] [a, b,c, d]
c|C [b,c,d] [a, b,¢c,d, e]
3) [e,d] (b, ¢,d,e) [a,b,¢,d,e, f]
d| D [e d,e] [b,c,d, e, f]
[d, e] [e,d,e, f]
e | E [d,e, f]
[e,f]
Lf|F

On peut prendre les lettres dans un autre ordre, et opérer, par exemple, la

substitution
a b c d e f>
(d c e b f a
La formule (2) donnera alors

+(x—d)(x—c)(x—e)[b,c,d,e]
' (r—d)(r—c)(x—e)(z—b)[be,de, []
+(z—d)y(x—c)(x—e)(x—=0b)(x—f)[a,byc,dye, f]1+....

sX=D+(.z'—d)[c,d]+(a‘—d)(x—c)[c,d,e]
(6)

Si I'on jette les yeux sur le Tableau (5), on voit que les quantités [c, 4],
[e.d,e], [b,c,d,e], [b,c,d,e, [, [a,.b,c,d,e, [, ...y figurent toutes sur deux
lignes horizontales, menées, I'une par la lettre D, I'autre a égale distance des
lettres C et D.

T. — IV. ‘ 20
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En opérant de méme la substitution

(abcdef
decfbg’

la formule (2) donnera

X=D+(r—dy(d,e)+(r—d)(r—e)[c,d,e]
+(r—d)(r—e)(r—c)[e,d,e, f]
+(r—d)(r—e)(r—c)(r—f)[bc,d, e f]
+(r—d)(x—e)(rc—c)(x—f)(x—b)[be,dye, fog]+....

Ici, les quantités [d, e], [c, d,¢], ... figurent, dans le Tableau (5), sur deux

lignes horizontales, menées, 'une par la lettre D, I'autre 4 égale distance des
lettres D et E.

66. Dans les calculs astronomiques, on suppose toujours que les quantités
a, b, c, ... sont les divers termes d’une progression arithmétique.
Soit a la raison de cette progression, de sorte que

b—n=c—b=...=w;
pour nous conformer 4 I'usage généralement adopté, nous poserons
A=f(m), B=s(a+w), C=/f(a+2w),
Retranchons chacune de ces quantités de la sui'vante et faisons
fla+izain)—fla+im)=f1(a+i+in);

les /* seront les différences premiéres ; on a mis I'argument symbolique a +1 + o
pour rappeler que cette différence est obtenue avec les deux valeurs de la fonc-
tion qui correspondent aux valeurs a + {+1weta+iodex, dontla moyenne
esta + { + to. On calcule de méme les différences secondes, troisiemes, etc.
par les relations générales

S a+i+in)—f1(a+i—im)=f(a+iw),

f’(a+lT_—i—_lﬁ’)—f’(a+iw):.f’(a+;'-—+—_;—w),

.............................................
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Ceci posé, on peut former le Tableau suivant :

S(a—3w) o

1 f'(a—‘%)

Sla—2w) ‘ Sla—2w)
e e

fla—w) SHa—w) SHa—w)
R R

®) { f(a) S fH@) /(@)
M e Rt

Sla+w) SHa+w) . S a+w)
f‘(a+-3§)>' f“(a+3%)

fla+2w) / ) S a+20)

Sfla+3w)
Les relations (4 ) donneront ici
fy 3(‘)
A a+ 2 SfHa+—
[a, 6] =f(“+"2—-"“)= (m "); [b,¢] = (m. “>,
3w ’ M
fl a—+ —— —fl a—+ — 2 P
[a,b,c] = ( 2> ( 2>=/ (a+z.)’
W2w 1.20)
f’<a+ 3Tw>
[a,b,c,d]: 1.2.30° ’

..........................

Si I'on pose, en outre, x = @ + nw, la formule (2) donnera

: n 5 noy(nm —m) .,
Sfla+nw)=/f(a)+ _mefn<a+;_’)+ L 2)(”* SHa+w)+...,

ou bien

Sf(a+ nw) :f(a)+’l—‘j‘(a+-;-)>

(® TR e e+ MR (0 22)

1.2

C’est la formule d’interpolation de Newton.
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Appliquons maintenant la formule (6), mais en prenant les lettres placées
sur I'horizontale de f(a) et celle menée entre f(a) et f(a — w); nous trouve-

rons

fla+ nw)=/f(a)+ '%"f' (a— ".’) +%~i_—oﬂf’(a)

+ ll(o(llm-l—m)(’“‘)_w)fz(a__ 2’.) +...

1.2.3. 03

ou bien

f(a‘*‘"“’):f(a)-*-?-f‘(a—%)_,_"(""")fg( a)

— —1)
(10) ', + _(L:)Z(S"_'_)fs (a-- ;) 4 (n+2)(llf:'-31.):(n 1 fi(a)

(n+2)(n+|)n(n—|)(n 2) [3)
1.2.3.4.5 f‘(a——)+

La formule (7) donne de méme

fla+no)=f(a)+ 2 f! (a+§)+"(” ) 11(a)
Q’M/a(a_’_ ) (n+1)n(n—1)(n— Q)I‘(a)

(1) + 1.2.3 1.2.3.4
(n+2)(n+|)u(n—l)(n—2)
1.2.3.4.5 f‘(a+;>+....

Si ’'on prend la moyenne arithmétique des expressions (10) et (11), il vient

Sfla+nw)=f(a)+ ’_l‘ A (a+ g) +/ (a— %) + [n(n+l) + n(,,_,)] f(a)

2 1.3 1.3 2
. m
(u+n)n(n—r>/( 2)+r(a-2)
1.2.3 2
(n+1)n(n-—-1)(n—2) (n+2)(n+l)n(n—:) St (a)
+[ 1.2.3.4 1.2.3.4 ] 2

On est conduit a poser

es)er(e-3)

.................................
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Ces moyennes arithmétiques seront inscrites 2 ’encre rouge ou au crayon

dans le Tableau (8), chacune entre les deux nombres d’ou elle provient. On
trouvera ainsi

(f(a +rw)=f(a)+ 2 @)+ 2 ey + EFDAR D g

R R N A

R = n o ORI

(12) )|

Si I'on se reporte a la figure schématique (5), on voit que, dans la formule
de Newton, on suit le chemin OH, tandis que dans les formules (10), (11) et
(12), on suit respectivement les chemins

ORCDE..., OB'CD'E..., OCE....

Fig. 5.
Lo

L] L] °
8 D
C
0 - 3
‘\ r" N /’
N / N
N S Lo
o e’
-3 D’
[ ] L] [ )
. .
. ] .
H

67. Interpolation des fonctions périodiques. — Gauss s’est proposé de
trouver une fonction T de la forme

1
(13) T=;ao+a,cost+a,cosat+...+a,.cosnt

+ By sint + B, sin2¢ 4. ..+ B, sinnt,

connaissant les valeurs A, B, C, ..., L, que prend la fonction, quand on donne

atles 2n + 1 valeurs
a, b, ¢, ..., L
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D’apres la formule de Lagrange, on est conduit & poser

. t—b | t—c . t—1
sin sin —— .-+ sin ——
T= A

.. a—b . a—c . a—1

sin sin —— .- .sin

2

1 L l—a ., t— . —1
(14) sin sin t— ¢ . sin i
+B 2 2 2
. — . b- . b—1
sin sin oo sin ——
N

On vérifie immédiatement que I’expression (14) prend bien les valeurs A,
B,... pour t=a, b, ...; reste 4 voir qu’elle est de la forme (13). Or, le
P q
produit

ot—1
+ St ——
2
se compose de n groupes de facteurs tels que

L t—b . t—c l[ b—c ( b+c>]
sin — —- sin -——- - = =] cos —cos(t— ;
2 a 2 2 2

on voit que le produit de » quantités telles que
o + Vb cOst + S sin¢

sera bien de la forme voulue. Il resterait 4 former les expressions des coeffi-
cients «,, ,, ..., B,, ...; mais nous nous bornerons a les obtenir dans un cas
particulier, celui du reste qui se présente dans la pratique.

Supposons que les 2~ + 1 quantités a, b, ..., [ forment une progression
2
2n+1

’

arithmétique de raison

b—a+

2T am
—— ’ ceey l=a+an .
2n+1 an—+1 an 41

Nous commencerons par calculer le produit de 22 + 1 facteurs

t—a . t—0b
sin

(15) Z =sin sin =

b

ol nous ferons

~
I
N

Il
(1]
-
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S
K=}

ce qui donnera

s T . i - L
Z=sinssin({s— ——)sin|{s—2——)...sin(z—an \,
an+1 an +1 an—+1,

ou bien, en groupant le second facteur et le dernier, le troisitme et Favant-
dernier, etc.,

. . . T . . 27 . . nw
7= (—1)"sins ( sin*s — sin? — sin?s — sin? — -+« (sints — sin?* ——— )
an+1 20+ 1 210+ 1

Z ne doit différer que par un facteur constant de la fonction sin(2n + 1)z qui
est aussi un polynome du degré 2n + 1 en sinz, et s’annule pour les valeurs

2T
o, =+ 4 =+ nr e +.—"TE

= y = de s,
20+ 2 20+ 1

D’ailleurs, on sait que le coefficient de sin**'s dans le développement de
sin(2n + 1) 5 suivant les puissances desinz est 22*(— 1)"; on aura donc

__sin(2n+1)3
=T

7

?

et il en résulte, d’apres la formule (15),

t—1 1 sin(2n+1s
2 a sins

. t— .
sin ———— -+ S1IN
2
Or on a I’identité

sin(2n2 +1)s

sins

=14 2C0825 + 2C0S435 +...+ 2005215,

On en conclut donc

. t—b .. t—1l 1+4+a2cos(t—a)+2cos2(t—a)+...+2cosn(t—a)
sin —— -..sin - — L=
2 2 22
et, en faisant { = a,
. a—b a—1L  a2n—+
sin cesin— - = — e

En divisant membre 4 membre les deux dernieres équations, il vient

L t—=b . t—c L t—1
sin SIN ——-—- ++ - SIN —-—-
2 2

) A

—_ . a—1
<.« sin -
2

.. a—b . a—c
sin ———sin
2 2

—A 1+ 2c08(¢t—a)+a2cos2(t—a)~+...+2cosn(t— a)
o 20 41 ’
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d’odi, par raison de symétrie,

L t—na |, t—c L ot--1
sin ——— sin ——— ... sin ——
B . b—a . b—c . b—1
sin sin «..sin
2 2 2
B 1+2c08(L—b)+2cos2(t—b)+...+acosn(t—b)
= ’

an-—+1

........................................................

La formule (14) pourra ainsi s’écrire

(2n +1)T=A+B+...+ L+ (Acosa+ Bcosbd +...+ Lcosl)acost
+ (Asina +Bsind < ...+ Lsin!)asint¢
+ (Acos2a+ Bcosab+...+ Lcosal)acosat
+ (A sinzaa+ B sin2b +...+Lsin2!)2sin2¢+....

Les coefficients a; et 3, de la formule (13) auront donc pour valeurs

(A cosia + B cosib +...+4+ Lcosil),

2
%= an
(16)

2
an—+1

Bi= (A sinia + Bsinib + ...+ Lsinil);
a reste arbitraire, et les quantités b, ¢, ..., /en résultent comme on I’a dit.

Si la fonction donnée T de ¢, supposée périodique et de période aw, se déve-
loppe en une série illimitée

f
T—= S %+ cost+...+a,cosnt+. ..
+ By sint+...+ PB,sinnt+. ..

et si la série converge assez rapidement, on pourra la limiter & ses2n + 1 pre-
miers termes; les formules (16) donneront des valeurs approchées de «,,

Cyy ovvn Oy Buy v oey Ba

68. Les formules précédentes ne sont guere employées malgré leur simplicité.
On préfere partager la circonférence en un nombre pair d’arcs égaux, parce
qu’alors la reproduction périodique des sinus et cosinus donne lieu a des sim-
plifications. Gauss rattache ce cas au précédent; mais il sera plus simple de le
traiter directement.

Considérons le développement périodique de la fonction T.

() T:Z (x; cosit + B;sindt).

i=0
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Donnons a ¢t les 2n valeurs
o, hy 2k, ..., (2n—1)h,

comprises dans la formule

T,

t=rh ou = —
’ an’

les valeurs correspondantes de la fonction T seront représentées parT,, T,, ...,
Tin-¢» et désignées d’une maniere générale par T,.
Soitj un nombre entier positif; la formule (17) donnera

Tcosjt:i 2 [a;cos(i+j)e+ a;cos(E—j)t+ Bisin(i+j) e+ Bysin(i—y)e],
i
T sinjt:—;- D (o sin(i+/) e — @ sin (i — j) ¢ — B cos (i + ) € + Pi cos (i — j)e].

i

-Donnons a zles an valeurs indiquées ci-dessus, et faisons les sommes des va-
leurs de T cosjz et de T siny¢; il y aura des simplifications importantes tenant au
choix des valeurs de ¢, en vertu de ce théoreme bien connu :

Si, dans les expressions

Ecos)\tz P, 2 sink¢=Q,’
on attribue a ¢ les valeurs

2T 4T (m—1)am
=, =, ..., B2,

s ’ ’
m m m

on aura Q = o, quelle que soit la quantité réelle A; il en sera de méme de P,
excepté le cas ou A sera un multiple £ de m; auquel cas on aura P = m.
On trouvera donc tout d’abord

ET'WSJ’/’:iE [ Eco (‘+‘I)2m+2cos t—:’)lmr]’
ZTrsinjrkzigpt[ Ecos ( +J)am +2cos (l_gl,zﬂu]

Les deuxz qui figurent dans les seconds membres n’auront des valeurs

.
différentes de o que si I'on attribue & i == j des valeurs de la forme 2£n, ol &
désigne un nombre entier, et si I’on suppose

i=xj+2kn,
T. — IV. 21
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on aura
txy)2mr
E COS( 'I) =2n.

2n

Il en résultera donc

2 Trcosjrh=n 2 ( arn—j + Askntj),
r k

2T, sinjrh=n Y (—Bakn—y -+ Bakns);
r I3

d’oll, en attribuant a £ les valeurs o, 1, 2, ... et remarquant que 'on doit
supposer «_; =f_; = o, parce qu'il n’y a pas d’indices négatifs dans la for-
mule (17),

ZT, cosjrh=n(a; + dyp_j + Aspyy+...),

r

O\ T, sinjrh = n(B; — Ban—y + Banss —- - -)-

(18)

Si la série (17) converge rapidement, de facon que I'on puisse négliger a,,_;
devant «; et 3,,_; devant f3;, les relations (18) donneront

(19) @;= % N\ T,cosjrh,  B;= }' 3 T.sinjrh.
r r

Ces formules souffrent deux cas d’exception :

1° Sij = o, on trouve, en se reportant directement i la formule (17),
2 T, =2n(ay+ dgp +...),

20) aoz:—;;ET,.

2° Si j=n, alors jrh = =r. La seconde des formules (18) est identique-
ment satisfaite, et la premiére donne

(21) - 2/;2(_l)rT

Il n’est pas étonnant que I'on ne puisse pas déterminer f3,, car il n’y a que
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2n données,
To: Tu LI ] T:n—l ’

et ’on ne peut déterminer que les 2z inconnues

Qoy Ayy O3y ...y Op_yy Oy

By By -.vv Br-r

On peut faire diverses combinaisons de nature a simplifier les calculs : ainsi,
la premiere des formules (18) peut s’écrire

r=n-—1{ r=n—1
na; = 2 T,cosjrh + ZT,- cosjrh,
r=0 r=n
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